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Preface

Ce cours est une introduction a la physique statistique. Certains aspects ne sont donc pas (encore)
traités (systémes de fermions ou bosons indépendants, transitions de phase, phénoménes critiques,
etc.). Pour la description des états microscopiques on adopte le point de vue quantique qui a l'avantage
de donner lieu a des états discrets, et donc a des lois de probabilités discrétes, allégeant ainsi le

formalisme.

Cet enseignement s'adresse a 'étudiant en fin de Licence ou début de Master. Les candidats au CAPES
ou a 'Agrégation peuventy trouver également matiére a réflexion.

J'ai essayé le plus possible d'illustrer les différentes notions par des exemples ou de simples exercices.
Mais pour un entrainement plus pousseé, j'invite le lecteur a se procurer l'eBook suivant :

» Physique statistique — 40 exercices et problemes corriges.
» Phénomenes de transport - 26 exercices et problémes corrigés.

disponibles a l'adresse payhip.com/femto

Jimmy Roussel


https://payhip.com/femto
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On peut dire que la physique statistique est née au milieu du 19éme
siecle de 'hypothése atomique et de la volonté d’expliquer les « mys-
térieuses» lois de la thermodynamique dans ce cadre. Parmi les phy-
siciens du 19éme siécle, trés peu d'entre-eux croient en cette hypo-
thése (contrairement aux chimistes). Clausius, Maxwell et Boltzmann
font partie des rares physiciens acquis a cette cause.

Voici quelques repéres historiques :

» 1738 : Daniel Bernoulli (France) publie Hydrodynamica, ouvrage
de mécanique des fluides dans lequel il explique l'origine de la
pression des fluides a l'aide d'un modéle atomique.

» 1859 : J-C Maxwell (Ecosse) découvre la loi de distribution des
vitesses d'un gaz.

» 1866 : Ludwig Boltzmann (Autriche) obtient sa thése portant sur
la théorie cinétique des gaz.

» 1872 : Boltzmann propose une interprétation statistique de l'ir-
réversibilité et de l'atteinte de l'équilibre qui lui vaut de nom-
breuses critiques, notamment de la part de Ernst Mach (Au-
triche).

» 1900 : Max Planck utilise les travaux de Boltzmann pour résoudre
le probleme du corps noir. Il en profite pour définir deux constantes:
kg et h.

» 1905: Travaux d'Einstein (Suisse, Prix Nobel 1921) autour du mou-
vement brownien et de son origine atomique.

» 1906 : Sa vision atomistique et probabiliste de la matiére est
trés attaquée ce qui affecte fortement Boltzmann. Dépressif et
en mauvaise santé, Boltzmann, alors en vacances a Trieste, finit
par se suicider en 1906....


https://femto-physique.fr/physique_statistique/fondements.php
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[1] : GRUMBACHER et al. (1993), «Self-
organized criticality : An experiment
with sandpiles »

[2] : DomB et al. (1996), The Critical
Point : A Historical Introduction to the
Modern Theory of Critical Phenomena.
[3] : DUPLANTIER (1987), «Mécanique
statistique des polymeéres a deux di-
mensions »

[4] : FELiciO et al. (1996), «Updating
Monte Carlo algorithms »

» 1908:Deuxannées plustard, la preuve de 'existence des atomes
est établie par Jean Perrin (France) en 1908 grace a 'étude du
mouvement brownien. Il en déduit la valeur de la constante de
Boltzmann R

— _ —23 —1
kg = N - 1,38.10723 ) .K
J. Perrin recevra le prix Nobel en 1926.

» 1925 : Einstein travailla aussi sur les fondements de la physique
statistique appliquée a la mécanique quantique. Il prévoit avec
Bose, la condensation de bosons a basse température dite conden-
sation de Bose-Einstein, phénomeéne observé pour la premiére
fois en 1995 (E. Cornell et C. Wieman, Prix Nobel 2001) grace a la
technologie du refroidissement par Laser (C. Cohen-Tannoudji,
Steven Chu et William D. Phillips, Prix Nobel 1997).

Quel est le propos de la physique statistique ?

La physique statistique est un des piliers de la physique moderne
avec la mécanique quantique et la relativité. Son propos consiste a:

1. Expliquer le comportement macroscopique a partir des proprié-
tés microscopiques, lesquelles sont régies par les lois de la mé-
canique quantique. Nous verrons que la mécanique quantique
se manifeste a notre échelle macroscopique de fagon frappante
par le biais de la physique statistique.

2. Atteindre cet objectif par une approche statistique. Les concepts
d'irréversibilité, d'entropie, de température, de pression, de po-
tentiel chimique etc. sont en effet des propriétés émergentes
de nature statistique.

3. Donner un sens physique aux mystérieux principes de la ther-
modynamique.

4. Faire des prévisions quantitatives. Contrairement a la thermo-
dynamique (sans tables de valeurs expérimentales, la thermo-
dynamique a un pouvoir prédictif essentiellement qualitatif), la
physique statistique a un grand pouvoir prédictif.

En prime, la physique statistique utilise des concepts dont la por-
tée dépasse le cadre de la physique : phénoménes collectifs, brisure
de symétrie, transition de phase, marche aléatoire, simulation Monte-
Carlo, ergodicité, groupe de renormalisation...[1-4]

1.2 Description statistique d'un systeme isolé

Une approche statistique?

Considérons un systéme isolé et fermé contenant N molécules avec
N > 1. Pour décrire ce systéme on adopte un point de vue probabi-
liste pour plusieurs raisons :
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1. Ilestimpossible de résoudre les 3N équations de Newton méme
avec un super-calculateur. A U'heure actuelle on sait faire de la
Dynamique Moléculaire avec un maximum de N ~ 10! parti-
cules.

2. La thermodynamique nous enseigne que les propriétés macro-
scopiques ne dépendent que d’un petit jeu de variables (p, V,
T, N, etc.). Les détails atomiques ont donc peu d'importance.

3. Un systéme de N particules est un systéme chaotique extréme-
ment sensible aux conditions initiales de sorte qu'il est impos-
sible de prévoir le futur de chaque particule au dela d'un ho-
rizon de prévisibilité T <« 1us pour un gaz dans les conditions
standards. En d'autres termes, quand bien méme on réussirait
a résoudre les 3N équations de Newton en temps réel il fau-
drait recommencer 'opération aprés quelques collisions molé-
culaires en ayant pris soin de mesurer les nouvelles conditions
initiales. Finalement, cette sensibilité aux conditions initiales
associée aux fluctuations extérieures rend le systéme «amné-
sique» : il perd la mémoire de son état initiale ce qui rend ca-
duque et sans intérét une approche newtoniennel[5].

Toutes ces raisons nous poussent a adopter un traitement statis-
tique.

Micro-états

Dans le cadre de la mécanique quantique, l'état d'un systéme iso-
lé est décrit a l'aide d'une fonction d’onde W. L'état stationnaire est
obtenu a laide de l'équation de Schrodinger :

E Energie du systéme
HU = E¥  avec H Opérateur hamiltonien
¥ Fonction d’onde

Si le systéme présente ¢ degrés de liberté, la fonction d’onde fera in-
tervenir £ nombres quantiques (n,, n,, ... ,n,). On notera ¥, un de ces
états solution de 'équation de Schrodinger. Par définition, ¥, désigne
un micro-état. On notera E, l'énergie associée a ¥, qui dépendra des
nombres quantiques.

Exemple 1: Particule dans une boite cubique - Considérons un atome
de masse m dans une boite cubique d'aréte a. On montre en méca-
nique quantique que l'énergie est quantifiée et fait intervenir trois
nombres quantiques (il y a trois degrés de liberté) :

2

= (n24+n2+n2) avec (n,,n,n,)eN?

Un micro-état est caractérisé par un triplet (n,,n,,n,). On remarque
ici qu'il existe difféerents micro-états pour lesquels 'énergie est la

méme. Par exemple les micro-états ¥, , ,, ¥, , ; et ¥, , , correspondent

a la méme énergie 3h2/(4ma?). On dit que ce niveau d'énergie est dé-
généré de dégéneérescence g = 3.

Exemple 2 : Oscillateur a une dimension - On montre que 'état d'un
oscillateur harmonique de fréquence propre v oscillant suivant une

[5] : JULIEN (1994), «De la réversibili-
té microscopique a lirréversibilité ma-
croscopique : une expérience numeé-
rique illustrative »
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direction est décrit a l'aide d'un nombre quantique n € N (un seul
degré de liberté). Son énergie est quantifiée et s'écrit :

E, = (n+1/2)hv avec h=6,626.10"34].s

Le niveau E, représente le niveau fondamental de l'oscillateur. Los-
cillateur est par exemple un bon modéle pour modéliser une liaison
chimique.

Exemple 3 : particule de spin S dans un champ magnétique B - Pla-
cons une particule de spin S dans un champ magnétique B suivant
0z. Rappelons que le spin est le moment cinétique propre de la par-
ticule et que sa composante axiale est quantifiée

S,=m,h avec m,=-5,-5+1,...85

Le moment magnétique est relié au spin grace au facteur gyromagne-
tique
&

Be =S, avec 7= 95

ol g désigne le facteur de Landé. Ainsi la particule posséde une éner-
gie magnétique
E= —ﬁ? =mgpyB

Par exemple, pour un électron, g ~ 2 et S = 1/2 de sorte que 'énergie
d'un électron dans un champ magnétique dépend de l'état de spin
(mg, = +1/2) que l'on désigne par 1 ou |.

Ordre de grandeur

» Les états de translations. Les niveaux d'énergie associés au
confinement d’une particule dans une boite sont espacées de
€= %. Pour un cube de 1 L et pour une particule atomique,
e~ 10742 ).

» Les états de vibrations moléculaires. Dans ce cas, la fréquence
de vibration typique d'une liaison étant de l'ordre de 10'3 Hz,
['écart entre deux niveaux voisins est de l'ordre de e ~ 10729 J.

» Les états magnétiques électroniques. Pour un électron ju, =~
10723 A.m? de sorte qu’en présence d'u champ magnétique in-
tense (disons 1T), l'écart entre les deux états magnétiques est
de l'ordre de e ~ 10723 ).

Tous ces exemples montrent qu'a I'échelle microscopique, I'écart entre
les difféerents niveaux d'énergie est extrémement faible et qu'il est
impossible —comme on le verra au paragraphe suivant- de controler
'énergie macroscopique a ce degré de précision.

Macro-états

Par définition, un macro-état est un état macroscopique défini par
des contraintes externes définies a I'échelle macroscopique.
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Exemple

Un systéme fermé isolé rigide est un systéme pour lequel I'énergie E, le
nombre de particules N et le volume V' sont macroscopiquement fixés.

Fixer l'énergie, le volume, ou le nombre de particules avec une préci-
sion infinie n'a aucun sens:

» Par exemple, un gaz confiné dans une boite rigide de volume V
posséde un volume disponible qui, en réalité, fluctue a I'échelle
atomique entre Vet V + 6V

» De la méme maniére, 'énergie de ce méme gaz ne peut jamais
étre parfaitement fixé, car on ne peut s'affranchir des échanges
microscopiques d'énergie. Notamment, il est impossible de sup-
primer linteraction gravitationnelle qui existe entre les molé-
cules du gaz et l'environnement extérieur que l'on ne controle
pas. L'énergie va donc fluctuer de fagon imprévisible entre E et
E +0F.

Exemple

Une mouche se rapproche de l'infini a un métre d'une bouteille d'eau de
1L. Quel est 'ordre de grandeur de la variation d’énergie gravitationnelle
produit sur le volume d’eau?

Leau perd une quantité d'énergie sous forme gravitationnelle

~ Gmym,
r

0E =

Avec m, = 1 kg pour l'eau, m, ~ 1073 kg pour la mouche et G ~ 10719 [SI],
on trouve

0F ~ —10713
valeur négligeable a 'échelle macroscopique mais trés importante a l'échelle
microscopique.

En conclusion on retiendra qu'un macro-état est toujours incompléte-
ment préparé et qu'il existe toujours des fluctuations microscopiques
qui échappent a toute modélisation.

Hypothése ergodique

Ce dernier exemple montre que les fluctuations d'énergie §E, négli-
geables a l'échelle macroscopique ne le sont pas du tout a 'échelle
microscopique si on les compare a la discontinuité e :

OF > ¢

Ainsi, il existe de nombreux micro-états compatibles, dits micro-états
accessibles, avec les contraintes macroscopiques. On concoit alors
que le systéme est le sieége d'une dynamique trés complexe et trés
rapide qui fait visiter au systéme, différents micro-états accessibles.
Linformation macroscopique étant de nature statistique, on cherche-
ra a connaitre la probabilite P, pour que le systéme se trouve dans
le micro-état ¥, compatible avec les contraintes macroscopiques.
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Comment est défini P,? — Imaginons que 'on suive en temps réel les
explorations du systéme au sein des innombrables micro-état acces-
sibles. Supposons que l'on puisse mesurer pendant un intervalle de
temps At la durée A¢, pendant laquelle le systeme s'est trouvé dans

['état ¥,. Dans ce cas,
At
P, = lim =%
¢ At—oo At
On peut aussi raisonner en préparant V' systemes identiques au ni-
veau macroscopique. Au niveau microscopique, ils se trouvent, a un
instant ¢, dans des états quantiques différents. On compte le nombre
N, de systémes dans le micro-état ¥,. On définit alors la probabili-
té

On dit qu’on fait une moyenne d'ensemble. Il est raisonnable de pen-
ser que les deux moyennes sont équivalentes ce qui revient a dire
que le systéme visite au cours du temps tous les micro-états acces-
sibles. Cette hypothése que nous ferons par la suite est appelée hy-
potheése ergodique.

L'objet de la physique statistique est précisément de donner la loi de
probabhilité P, en fonction des contraintes extérieures.

Dénombrement des micro-états

On considére un systéme fermé isolé indéformable (E, N et V sont
«fixés» a l'échelle macroscopique). On appelle © le nombre de micro-
états accessibles. Montrons sur l'exemple suivant quelques proprié-
tés de Q.

Exemple : Systéme de N spins discernables indépendants - Consi-
dérons un systéme isolé d'énergie E, de N spins de moment magné-
tique ug en présence d'un champ magneétique B. Ici les paramétres
d'étatsont E, N et B. Notons n, le nombre de spins 1 d'énergie —u, B
puis n, celui de spins | d’énergie u, B et supposons que l'énergie ma-
croscopique soit fixéee a E = npuyB.

{ni—&—nT = N
E = pyB(n,—ny)=pyB(2n —N)

Par conséquent, fixer 'énergie revient a fixer . Le nombre de micro-
etats accessibles est donc le nombre de fagons de choisir n; spins
parmi N spins:

N! N!

Q=Cy = n ) (N—n)!  (N/2+ E/(2uoB))!(N/2 — E/(2pB))!

On remarque que Q(E, N, B) est une fonction d'état c'est-a-dire fonc-
tion des contraintes macroscopiques extérieures. De plus, pour un
systéme macroscopique (N >> 1) avec un minimum de désordre (n; >
1 etn, > 1), on a d’aprés l'approximation de Stirling

2 __EB?2
O~ 2NG_W — 2Ne 2u3 B2 N
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de telle sorte que

2

INQ=NIN2 - ———
2uiB2N

est une quantité extensive si E est extensive.

En réalité, 'énergie E n'étant définie qu'a une incertitude 6F prés il fau-
drait calculer le nombre de micro-états accessibles Q en sommant sur
tous les états possibles :

Q= >  Q&E,N,B)

E<E,<E+8E

Le résultat dépend a priori de §E, cependant, et il sagit d’un résultat im-
portant, on peut montrer que pour un systéme macroscopique la quan-
tité InQ est indépendante de §E" et reste toujours extensive. Autrement
dit, les fluctuations microscopiques que nous ne contrélons pas n'ont pas
d'importance a l'échelle macroscopique.

A retenir

Pour la plupart des systémes macroscopiques, la quantité ln Q est
une fonction d'état extensive. On dit que l'extensivité de ln Q est
une propriété emergente.

1.3 Postulat fondamental de la physique
statistique

Enoncé

On a vu que dans un systéme isolé, les perturbations extérieures mi-
croscopiques imposent une dynamique chaotique qui fait passer trés
rapidement le systeme d'un état ¥, , vers un état W, ,. A priori, la
transition {¢;} — {¢,} est aussi probable que {¢y} — {¢;}. Clest
pourquoi il est naturel de penser que le systéme explore tous les
micro-états accessibles avec la méme fréquence de telle sorte que
la loi de distribution s'écrit

Pf == Cte V\I/é

Etant donné qu'il y a © micro-états accessibles et que S P, = 1 on
retiendra le principe suivant :

Postulat Fondamental

Tous les micro-états accessibles d'un systéme macroscopiqguement
isolé sont explorés avec la méme probabilité

1: Plus exactement, la dépendance en
S E est négligeable
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2 : Cette constante fut introduite pour
la premiére fois par Max Planck dans
sa théorie du corps noir (1899) en
méme temps que la célébre constante
de Planck h.

Entropie statistique

En 1877, Boltzmann a inventé une grandeur physique que nous note-
rons S:
S=-kg» PjInP, O (11)
{¢}

avec kg une constante, dite constante de Boltzmann?
S posséde les propriétés suivantes :

1. S est une grandeur positive.

2. 8§ =0quand P, =1 c'est-a-dire quand le systeme est figé dans
un seul micro-état.

3. Cette grandeur est -comme toute grandeur thermodynamique-
une grandeur moyenne.

4. Cette grandeur ne dépend que de la loi de distribution des
micro-états P,. Au sens de la théorie de linformation, S est
une mesure du manque d’'information

5. Lorsqu'on laisse évoluer un systéme isolé, Boltzmann a montré
que S croit (théoréme H).

Cette fonction est appelée entropie statistique et s'identifie a l'entro-
pie thermodynamique lorsque N — oo a condition de poser

R
kg = ¥, = 1,381072 )k (12)

Pour un systeme isolé, étant donné que P, = &, la relation (1.1) prend
la forme célébre (gravée sur la tombe de Boltzmann)

S=kylnQ © (1.3)

On voit donc que la fonction ainsi définie présente les mémes pro-
priétés que l'entropie thermodynamique, a savoir :

» Sest—pourlessystéemesthermodynamiques- une fonction d'état
car Q2 n'est fonction que des paramétres d'états E, N, V, etc.

» Comme [n€, S est une grandeur extensive dans la limite ther-
modynamique.

» S est une grandeur positive ou nulle.

1.4 La thermodynamique revisitée

Voyons comment on peut justifier les lois de la thermodynamique a
l'aide du concept d’entropie statistique.

Notion d’irréversibilité

Considérons un systéme isolé soumis a des contraintes macrosco-
piques E, N, V, x, ol x désigne les autres contraintes éventuelles
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(champ magnétique, champ électrique, etc.). Le nombre de micro-
états accessibles est, pour un systéme macroscopique fonction d'état:

Q=QE,N,V,z)

Supposons maintenant qu’on reldche une contrainte sans fournir de
travail (le systéme reste donc isolé). Tous les états initialement acces-
sibles le restent et de nouveaux micro-états deviennent accessibles.
Ainsisil'on note Q; le nombre de micro-états initialement accessibles
et ¢ le nombre de micro-état accessibles apreés le relachement de la
contrainte, on a:

Q> O

Le systéme va donc explorer de nouveaux états jusqu'a les visiter
de facon équiprobable : l'équilibre sera alors atteint. Notez que ce
processus se fera sur une échelle de temps, qu'on appellera temps de
relaxation, qui dépend du systéme considéré. Pour un gaz, ce temps
est trés court, de l'ordre de la nanoseconde. Ainsi a l'équilibre, on
aura

Principe de l'entropie maximum

kglnQe > kgln, = AS=S5-S52>0

L'entropie d'un systéme isolé croit jusqu’a atteindre son maximum
a l'équilibre.

Exemple - Détente de Joule Gay-Lussac d'un gaz parfait

Considérons N atomes placés dans un volume V séparés d'un comparti-
ment vide de méme volume, par une séparation. Enlevons la séparation.
Le volume disponible augmente alors (on relache la contrainte sur le vo-
lume) sans varier l'énergie du systéme (pas de transfert mécanique ni
thermique).

Pour simplifier, considérons que l'état d'une particule est décrit a l'aide
de la variable z; qui ne prend que deux valeurs suivant que la particule
soit a gauche ou a droite :

x; =1 sila particule est a gauche ,
xz;, =0 sinon.

Lensemble ¢ = (zq,x,,...,z,5) décrit un micro-état du systeme et tous
ces micro-états sont équiprobables puisque chaque atome a autant de
chance d'étre a gauche qu'a droite. Le nombre de micro-états accessibles
vaut Qf = 2% alors gu'initialement il valait Q; = 1 de sorte que l'entropie
augmente de

AS = Nkgln2=nRIn2

On retrouve le résultat prévu par la thermodynamique, a savoir AS =
ann%f =nRIn2.

D'autre part, la probabilité que le systéme revienne dans son état
initial vaut £, /9. Or, pour un systéme macroscopique, le relachement
d’une contrainte augmente le nombre de micro-états accessibles de
facon gigantesque de sorte que ;/Q =~ 0 : 'évolution envisagée est

Volume V

Volume V

Systéeme isolé

Vdétente

Volume V/

Volume V/

Systéeme isolé

FIG. 1.1: Détente de Joule Gay-Lussac
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E, fluctue
Ny, V; fixés

—

Ay

A
Q21

912

[~

=

Ay

E, fluctue
N,, V;, fixés

Systéme isolé

FiG. 1.2 : Equilibre thermique.

siimprobable qu'on peut la considérer impossible; lirréversibilité est
de nature statistique!

Exemple - Détente de Joule Gay-Lussac d’un gaz parfait

Reprenons 'exemple précédent et calculons la probabilité pour que toutes
les particules retournent a gauche :

P=q/Q =2V

Lorsque N = 1022, on obtient

1 1

- 91023 -

0

P = ~
1000000 ...

Pour apprécier combien 219** est un nombre extraordinairement grand,
il suffit de se rendre compte que si l'on écrivait ce nombre en notation
décimale a raison d’un chiffre tous les centimétres, on obtiendrait un
nombre long d’environ trois millions d'année-lumiére!!!l C'est pourquoi,
méme si la transformation est statistiguement possible, elle est en réalité
inobservable.

Notion de température

Considérons un systéme isolé A d'énergie E constitué de deux sys-
téemes A; et A, en contact thermique, c'est-a-dire pouvant échan-
ger de ['énergie non pas macroscopiquement mais via des échanges
microscopiques (que nous appellerons transfert thermique Q). Ainsi
les énergies E, et E, peuvent fluctuer librement, la seule contrainte
étant que F = F; + E,.

La relation E = E, + FE, suppose que A; et A, sont indépendants ce qui
n'est pas le cas puisqu’il y a interaction au niveau de l'interface. Cette in-
teraction concerne des particules situées au voisinage de l'interface dans
unetranche d'épaisseur £ ou € désigne la longueur de corrélation. Ces par-
ticules sont en nombre négligeable devant N quand ¢ <« L. Tout ce que
'on dira par la suite se placera dans ce contexte, que l'on appelle limite
thermodynamique. On notera qu’en général cette condition est vérifiée a
l'échelle macroscopique car € est de l'ordre de quelques distances inter-
atomiques. Cependant, au voisinage d'un point critique d'une transition
de phase, ¢ diverge ce qui invalide 'approximation thermodynamique.

Cherchons la condition d’équilibre macroscopique. Le nombre de micro-
états du systéme A s'écrit

QE) = 291(E1) x y(E — Ey)
E,

Tous les micro-états de A étant équiprobables, la probabilité pour
que le systéeme A, soit dans un état d'énergie E; s'écrit

Q(Ey) x Qy(F — Ey)

= C"*Q,(E)) x Qy(E — EY)




1.4 La thermodynamique revisitée

Exemple - Systéme de cing spins

Considérons un spin 1/2 8, en équilibre thermique avec un systéme 8,
de quatre spins indépendants le tout formant un systéme 8 isolé et plon-
geant dans un champ magnétique B uniforme et constant. De plus les
spins possédent un moment magnétique identique p,. Supposons que
l'énergie du systéeme § soit égal @ E = —3u,B. Quelle est alors la proba-
bilité pour que le spin &, soit dans un état d'énergie F; = —u,B, c'est-a-
dire posséde un spin 1?

Listons tous les micro-états accessibles :

T ] 1t 1t 1t | lermicro-état accessible

T ] 1 1t 1 1 2éme micro-état accessible
T ] 1 4 1 1 3éme micro-état accessible
T ] 4 1t 1t 1 4eme micro-état accessible
L ] 1t 1t 1t 1 5émemicro-étataccessible

D'apreés le principe fondamental de la physique statistique, tous ces micro-
états sont équiprobables et l'on rencontre quatre configurations dans les-
quelles le spin 8, est dans 'état 1. On a donc P, (FE,) = 4/5. On a bien

0 (E) xQ(E—-E)) 1x4

D'autre part, pour un systéme macroscopique, on sait que la fonc-
tion Q,(FE,) est une fonction qui croit extrémement rapidement et
que la fonction Q,(FE — E,) décroit elle aussi de fagon extrémement
rapide de telle sorte que le produit donne une fonction extréme-
ment piquée, en réalité une gaussienne. L'état d’équilibre thermody-
namique correspond aux états les plus probables, c'est-a-dire ceux
pour lesquels Q,(E,) x Qy(E — E;) est maximum. Dérivons donc
kg In(Q,(E,) x Qy(E — Ey)) par rapporta E; :

9 08, 98,

87El (kg In(Q4(E7) x Qy(E — Ey))) = 87E1 - OE,

Ainsi la condition d'équilibre s'écrit

0%, _ 05,

On définit alors la température statistique T par la relation

1 def OS Aquili ;
7= 3 T, =T, [équilibre thermique] ©  (14)

On peut noter que :

1. Latempérature est une propriété intrinséque a chaque systéme
et est indépendante de l'environnement.

2. Qu'il s'agit d'une grandeur moyenne puisque l'entropie est une
grandeur moyenne. Contrairement a '‘énergie, la température
n‘a aucun sens a 'échelle microscopique.

3. On montrera que cette échelle se confond avec l'échelle des
kelvins si l'on pose kg = R/N,. Dans le nouveau Sl (2018) la
constante de Boltzmann est fixée :

kg = 1,380 649 - 10723 J.K™

1
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N, fixé, B et
V; fluctuent

N, fixé, E, et
V, fluctuent

Systéme isolé

FiG. 1.3 : Equilibre thermique et méca-
nique.

Notion de pression

Considérons un systéme isolé A d'énergie E constitué de deux sys-
téemes A, et A, en contact thermique et mécanique, c'est-a-dire pou-
vant échanger de ['énergie macroscopique via un piston par exemple
et de l'énergie microscopique (transfert thermique @). Ainsi les éner-
gies F, et E, ainsi que les volumes V; et V,, peuvent fluctuer a condi-
tion de respecter les contraintes E = E, + E; etV + V, =V,

Cherchons la condition d'équilibre macroscopique en procédant de
la méme fagon que précédemment. Le nombre de micro-états du sys-
téme A s'écrit

Q= Z Q) (B, V) x (B =BV =)
E17V1

Tous les micro-états de A étant équiprobables, la probabilité pour
que le systéeme A, soit dans un état d’énergie F, et de volume V;
s'écrit

0 (B, V1) x Qo(E = E, V= V))
Q
=00 (B, Vy) x Q(E — B,V = V)

Pl(ElaV1> =

La encore, du point de vue macroscopique, |'état observé est infini-
ment proche de ['état le plus probable obtenu en maximisant P,. En
dérivant kg In P, par rapport a £, et V; on obtient

a . 851 852 _
55, (e N((EL Vi) x By Va))) = gt — 52 =0
5 98, 0S,
87‘/1 (ke IN(Q(E, V) x Qy(Ey, Vy))) = ov, oV, 0

Ainsi la condition d'équilibre s'exprime

08, 05,
OE, 0B,
08, 08,
v, I,

On retrouve la condition d’égalité des températures (équilibre ther-
mique) et on trouve une nouvelle condition qui correspond a l'équi-
libre mécanique. Une analyse dimensionnelle montre que

[ﬁ]_{ E ]_{ F ]_ pression
ov] |TL3] |TL?] température

C'est pourquoi, par définition, la pression d'équilibre p d’un systéme
thermodynamique est donnée par

def 05

B o . o .
=== [équilibre mécanique] ©  (1.5)

= P1=D2

On peut faire les mémes remarques que pour la température :
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1. Léquation précédente est une équation d'état caractéristique
du systéme a l'équilibre quel que soit 'environnement.

2. La pression est aussi une grandeur moyenne qui n'a aucun sens
a l'échelle microscopique.

Identités thermodynamiques

Résumons ce que nous avons trouvé concernant les systéemes fermés
constitués d'un nombre de particules fixé a l'équilibre dans la limite
thermodynamique :

1. Toutd'abord, 'entropie S(E,V, N) est une fonction d’état puisque

Q en est une.

2. Cette fonction d’état est extensive.

3. Lorsque les paramétres d'état varient de facon quasi-statique?
'entropie varie de

oS oS 1 D
dS(E, V) = 8—EdE + de = TdE + Tdv
En d'autres termes, on retrouve la formulation différentielle du
premier et du second principe :

dE =TdS — pdV

Généralisation - Si le systéme contient des particules différentes
dont le nombre peut fluctuer (a cause d'une réaction chimique par
exemple), on obtient l'identité

1 . _
dS(E,V,N,) = TdE+%dV—§ %dNi avec ’; _— %
i v E,V,N;.;

D'ou lidentité thermodynamique
dE =TdS — PdV + > p,dN,
avec u, le potentiel chimique associé a chaque espéece chimique. On

peut montrer que l'équilibre thermodynamique se caractérise aussi
par l'égalité des potentiels chimiques.

3: Rappelons que dans un processus
quasi-statique, les transformations se
font sur des échelles de temps plus
longues que le temps de relaxation du
systéme de sorte que l'on peut consi-
dérer le systéme en équilibre ther-
modynamique a chaque instant de la
transformation.
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Généralités

Au lieu de considérer un systéme isolé, on va maintenant envisager
une situation plus courante : un systéeme thermalisé. On considére
un systéme § en équilibre thermique avec systeme 7 suffisamment
grand pour que les transferts thermiques n'influent pas sur sa tem-
pérature. T est appelé thermostat et sa température T est, par défini-
tion, constante. § peut étre macroscopique ou microscopique, cepen-
dant le rapport entre le nombre de particules NV de § et le nombre
de particules N, de T doit étre suffisamment petit :

N < N,

Du point de vue du systéme 8, les contraintes macroscopiques sont
T, V, N'. lénergie E devient dorénavant un paramétre interne libre  1: On parle de situation canonique.
de fluctuer puisque le systéme n'est plus isolé.

Température T

— FIG. 21 : Systéme en équilibre ther-
Systeme isole mique avec un thermostat.

Nous avons vu au chapitre précédent que la probabilité de trouver le
systéme § avec une énergie E s'écrit

QS(E) X QT (Etotal — E)
Q(Etotal)

0U Fyy, désigne l'énergie de l'ensemble, Q4(E) le nombre de micro-
états du systeme 8 d'énergie E et Q4 (E;y, — E) le nombre de micro-
états du systéme 7. Nous allons montrer qu'il suffit de connaitre la

PE:
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température du thermostat pour calculer la distribution des micro-
états du systéeme S.

Loi de Boltzmann

Lapproximation N /Ny, < 1 signifie que 'énergie du thermostat est
trés grande devant celle de 8. Ainsi, a l'aide d’'un développement de
n Q.- a l'ordre un on obtient

olnQ
In QT(Etotal - E) ~ In QT(Etotal) - E@TT(Etotal)

Or, par définition de la température, on a

ldef 0

T = aiEkB lﬂ Qg’ = QT(Etotal - E) o~ Qg.,(Etotal)e*E/kBT

Finalement on obtient la loi de distribution de Boltzmann en éner-
gie:
__E_
Py =C®Qg4(E)e ®T  Q (21)

Sil'on cherche la probabilité P, de trouver le systeme & dans le micro-
état ¥, d'énergie E,, on écrira

_ Bs(B) _ e
P, = 0. (B, C*e Vi (2.2)

On obtient la loi de Boltzmann relative aux micro-états.

Exemple - Niveaux électroniques dans l'atome

Considérons N > 1 atomes dans une enceinte a la température T et
intéressons nous aux états électroniques d'un atome. Dans l'atome un
électron peut occuper un niveau d'énergie ¢, de dégénérescence g,. Pre-
nons comme systéme l'électron qui est en équilibre thermique avec le
reste que l'on peut traiter comme un thermostat. La loi de Boltzmann
donne la probabilité que 'électron occupe le niveau g,

P(&J — Ctegje—ei/kBT
de telle sorte que la population moyenne .; = NP(e;) sur le niveau ¢,
est reliée a la population sur le niveau fondamentale par la formule

;= digge-de/ksT avec Ae=¢, —e,

%

La population moyenne des niveaux électroniques suit une loi similaire
au nivellement barométrique d'une atmospheére isotherme.

Fonction de partition

Pour avoir accés a la constante présente dans la loi de distribution,
il faut normaliser la loi de probabilité :

P=1 = Cteef’cEBZT =1
¢
¢

états ¢
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Par définition, on appelle fonction de partition? la grandeur

_ By 1 _ B
Z=Y e® = P=_e® O (2.3)
) Z
etats £

On peut aussi définir Z a partir des niveaux d'énergie :

Z=3 QE)e wT
E

Le calcul de Z permet de connaitre la distribution des micro-états et
donc de déduire les propriétés statistiques du systéeme. Le calcul de la
fonction de partition est donc une étape importante. Citons quelques
propriétés de Z :

» Z est sans dimension

» Z estfonction de latempérature et des autres parametres fixés:
Z(T,N,V,z)

» L'énergie étant une grandeur définie a une constante prés on
peut translater tous les niveaux d'énergie d'une quantité arbi-
traire g,. Dans ce cas la fonction de partition est modifiée :

SiVI, E, = E,+ ¢y = Z — Zexp(—PBe)

Cependant la loi de probabilité reste inchangée.

Energie interne

Par définition, 'énergie interne U est I'énergie moyenne du systéme
et s'écrit donc

def = E,e PP 1
U=F= P,E, = ———— avec = —
2.1 =2 i

Quantité que l'on peut relier a la dérivée de Z par rapport a 3. En

effet, 5 5
A
— — (e BBy = — E,e—PEe
95~ 205 = 2t
Finalement,
1 07 olnz olnZz
U=—— —‘ =— = kT2 V)
Z 8ﬂ N,V,z aﬂ N,V.,x ’ oT N,V.,x
(2.4)

Z étant une fonction d'état, 'énergie interne en est également une.

Capacité thermique - La capacité thermique a volume constant me-
sure la quantité de chaleur qu’il faut fournir au systéme maintenua v’
constant pour augmenter sa température de 1K. Formellement on a

c o oU

= = K 2.
Al . en) Vi (2.5)

2: On dit aussi somme d'états.

17
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La capacité thermique est étroitement reliée aux fluctuations de ['éner-
gie. En effet, l'écart-type associé a la distribution en énergie vaut

— 2
0% = E?’-F

—BE 2
= ZEl?LE _ (l%)
s 7 7 08

19’2 1 (62)2

Zog z2\o8
B a<1az>
RN
2 _ 782787(]]{7-'2
9 T T3 ar'®

L'énergie interne fluctue typiquement d'une quantité

Op =V kBT2C’U

Calculer l'ordre de grandeur des fluctuations de 'énergie d’'une
mole de gaz dans les conditions standards.

Rep. Pour un gaz d'une mole a température ambiante on a C, ~ 10J.K™",
kg ~ 10723 J.K-".mol™" et T ~ 300K ce qui donne o, ~ 107%) < U.

Energie libre

Par définition de l'entropie,

S=—kgY» P, INPy=—kgy P,(—BE,—In2)
4 14

C'est-a-dire U

On peut donc définir une nouvelle fonction d'état F':

FEU_-TS=—kTInZ © (2.6)

F est 'énergie libre. F est un potentiel thermodynamique car, a l'ins-
tar du potentiel en mécanique, F est minimum a l'équilibre thermo-
dynamique. En effet, la probabilité pour que 'énergie du systéeme S
soit égal a E vaut

E 1 =(B-TS(E,N,V,x)
e kgT — —e kgT

Z A

Ainsi, 'énergie la plus probable du systéeme s'obtient en minimisant
la quantité F = E — TS(E,N,V,x). Par ailleurs, a 'échelle macro-
scopique la distribution en énergie étant une gaussienne, l'énergie la
plus probable correspond aussi a 'énergie moyenne. C'est pourquoi
on peut écrire pour un systéme thermodynamique

F=F(U,N,V,z)=min(E—-TS(E,N,V,z))



2.2 Lien avec la thermo

La condition d'extremum donne
oF
OE

T OFE N7V,$7T5

A Uéquilibre le thermostat et le systéme § sont a la méme tempéra-
ture comme on l'a déja démontré dans la chapitre précédent.

2.2 Lien avec la thermodynamique

Premier principe

Considérons une transformation quasi-statique monotherme pendant
laquelle le systéme recoit de l'énergie (U — U + dU) et voit son vo-
lume varier (V — V + dV) tout en étant en équilibre avec un ther-
mostat de température T' constante. L'énergie interne U = 3, P,E,
varie donc de

dU =Y P dE,+Y E,dP,
4 4

Analysons le premier terme >_ P, dE,. Il s'agit d'un terme lié au dé-
placement des niveaux d'énergie lors de cette transformation. Or ces
niveaux dépendent seulement du volume (par exemple les niveaux
d'énergie d’'une particule dans un boite dépendent de la taille de la
boite). Lénergie des micro-états varie donc de la quantité

_0FE

L4V = —pdV

B = 5y

par définition de la pression. Ainsi le premier terme s'écrit

> P dE, = - (ZPEp> dv
l 0

Le terme entre parenthéses représente la pression moyenne que nous
noterons p. Finalement on obtient

> PdE, = —pdV = oW
14

Ce terme correspond donc au travail mécanique associé a la pression
moyenne. On appelle ce terme le transfert mécanique macroscopique.
La notation & signifie que dWW n'est pas nécessairement une différen-
tielle totale exacte.

Le deuxiéme terme > E,dP, représente un transfert d'énergie lié a
une redistribution des micro-états autrement dit lié a des degrés de
libertés microscopiques. Par définition, nous appelons transfert ther-
mique ce terme que nous noterons 8Q. On a donc

dU =0W +0Q avec Q=Y E,dP,
14

19
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On notera que la constante de Boltz-
mann n'intervient ni dans le premier
principe ni dans le second. En réalité la
constante de Boltzmann est arbitraire
et dépend du choix de l'échelle de
température. Il edt été plus simple de
faire le choix kg = 1 mais on a préféré
conserver |'échelle Kelvin ce qui impo-
sa la valeur kg ~ 1,38.10723 ).k

Etant donné que l'énergie interne

dnZ(T,V,N,z)

U=— 53

N,V.,z

est une fonction d'état, la variation d’énergie interne entre deux états
d'équilibres

AU:/dez/féQ—k/féW:Q—kW

ne dépend que de l'état d’équilibre initial et de 'état d'équilibre final
et non de la transformation : c’est le sens du premier principe de la
thermodynamique.

Second principe

Continuons en reliant le transfert thermique et l'entropie. Lors de la
transformation quasi-statique étudiée, l'entropie varie de la quanti-
té

L

dS:d <—k‘BZPZlnPe> :_kBZ[nPEdPK_kBZde
L L

La normalisation de la loi de probabilité donne " P, = 1 et donc
>~ dP, =0.Partailleurs, si l'on considere le systeme a chaque instant
en équilibre avec le thermostat, on a d'aprés la loi de Boltzmann,
InP, = —BE, — In Z. Ainsi,

dS = —kg ¥ (—BE,—InZ)dP, = kg8 E,dP,
4 4

ol l'on reconnait le transfert thermique. En conclusion on trouve la
relation qui traduit le second principe de la thermodynamique, a sa-
voir

_ 9%

T (2.7)

ds

Identités thermodynamiques

Pour un systéme quelconque subissant une transformation quasi-
statique, le premier et le second principe se formulent de facon dif-
férentielle comme suit

dU(S,V, N, z) = TdS —pdV + F, dz + Y ,dN,

ou F, dz représente le travail des forces autres que les forces de pres-
sionet . u;dN; le transfert d'énergie chimique (quandily a réaction
chimique). u,; est le potentiel chimique associé a l'espéce i. On voit
ici que les variables “naturelles” associées a 'énergie interne sont S,
V, N, etz. Orici, les paramétres d'état sont T, V, N, et z. La fonction



2.2 Lien avec la thermo

d’état “naturelle” est alors l'énergie libre F = U — TS = —k;TIn Z.
En effet, on a

dF(T,V,N, z) = dU-TdS—SdT = —SdT—pdV+> _ p,dN,+F,dx

d’ot l'on tire les propriétés thermodynamiques du systéme :

g 0P| ___oF| _0F
8T N;,V.,x 8V T,N,x ! 8Nz T,V,at,N#l

De plus, F' étant une fonction d'état, dF est une différentielle totale
exacte et l'on peut utiliser le théoréme de Poincaré.

Théoréeme de Poincaré

Une forme différentielle d’ordre 1 définie sur un domaine D de R?
est une application linéaire

D — R
(z,y) — P(z,y)dz + Q(z,y)dy

S'il existe une fonction f telle que w(z,y) = df(z,y) alors on dit
qu’il s'agit d'une différentielle totale exacte.

Si P(x,y) et Q(z,y) sont de classe €' (leurs dérivées partielles
du premier ordre sont continues) et définis sur un domaine sim-
plement connexe (c’est-a-dire un domaine ne présentant pas de
trou), alors

oP

_ 9@
T Oz

x Yy

Exemple

Un fluide obéit aux deux lois de Joule quand son énergie interne U et son
enthalpie H = U + pV ne dépendent que de la température. Montrons
qu'un tel fluide est nécessairement un gaz parfait.

D'apreés les relations dU = T'dS — pdV et dH = T'dS + Vdp on en tire
deux expressions de dS qui est une différentielle totale exacte (I'entropie
est une fonction d'état) :

1 P op/T)| _ 0Q/T)
1 v 8(—V/T)‘ oY1)
ds = TdHf po “9H = |,

Si le fluide obéit aux deux lois de Joule, alors fixer U ou H c'est fixer
T. Les deux membres de droite sont donc nuls. Ainsi on déduit aprés
intégration :

y
F=h(V) et 2 =)

En prenant le rapport des ces deux relations on obtient ¢, (V)V = ¢,(p)p
VvV, p. Ilvient ¢,(p)p = K. Finalement on déduit l'équation d’état pV =
KT.Or pardéfinition de latempérature thermodynamique lim pV = nRT

p—0
ce qui implique que K = nR : le fluide est donc un gaz parfait.
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3 : Il ne faut cependant pas oublier
que linteraction est nécessaire pour
l'établissement de l'équilibre.

2.3 Systemes de particules indépendantes
Généraliteés

Tous les systémes pour lesquels le Hamiltonien s'écrit H = ZL ﬁi
font parti des cas ol le traitement mathématique est fortement sim-
plifié. On rencontre cette situation dans les cas suivants :

» Problémes dans lesquels on néglige l'interaction entre les par-
ticules (gaz parfait par exemple). Lénergie du systéme est donc
la somme des énergies individuelles®.

» Problémes a une particule possédant ¢ degrés de liberté indé-
pendants. Par exemple, une molécule posséde une énergie to-
tale somme de termes liés aux différents degrés de liberté in-
dépendants : translation, rotation, vibration, électronique, nu-
cléaire.

» Problémes a N particules en interaction dont linteraction est
approchée par un effet de moyenne (théorie du champ moyen).
C'est une approximation souvent utilisée dans l'études des phé-
nomeénes de changement de phase.

» Certains problémes ou les interactions se découplent naturelle-
ment : par exemple une chaine d'oscillateurs harmoniques cou-
plés fait intervenir des modes normaux indépendants; 'énergie
est la somme des énergies des différents modes.

Dans tous ces cas on parle de systéeme de particules indépendantes.

Notons ¢, 'ensemble des degrés de liberté d'une particule et ¢ =
(01,45, ...,05) 'ensemble des degrés de liberté du systéme constitué
par ces N particules. 'énergie d’un micro-état est la somme des éner-
gies individuelles :

Eo o)) =D €t

i

i

Particules ou états discernables - Les particules sont discernables
lorsque leurs états restent localisés. C'est le cas par exemple des
cristaux, ol chaque molécule est localisée en un site que l'on peut
numéroter.

Particules ou états indiscernables - Les états sont indiscernables
quand ils sont délocalisées. Les atomes d’'un gaz parfait, les électrons

libres d'un conducteur ou les six électrons = de la molécule de ben-
zéne sont des exemples de particules indiscernables.

Particules discernables

Appelons z; la fonction de partition de la particule 4 :

z; = Z e Pee
‘



2.3 Systémes de particules indépendantes

La fonction de partition d’'un systéme de N particules discernables
s'écrit donc

A Z e—BZi e,
4

= > efa ey

T—
= (Z e_ﬂEh) X (Z e_5%> X (Z eﬁngN)
) 7 n
N
Z = sz
i=1

En conséquence, la fonction de partition d’'un systéme de N parti-
cules identiques s'obtient a 'aide de la fonction de partition indivi-
duelle :

Z(T,V,N) = z(T,V)¥  © (2.8)

Exemple - N spins 1/2 indépendants dans un champ magnétique

Considérons un systéme de N spins 1/2 indépendants, discernables en
équilibre thermique avec un thermostat de température T et soumis a un
champ magnétique B. Chaque spin posséde deux états (+ ou J.) associés a
deux niveaux d'énergie e, = —u, B et e, = —p,B. Dans ce cas, la fonction
de partition individuelle se calcule aisément :

B —rB B
z=eRT el =2cosh (L2
kT

d'ou l'on déduit la fonction de partition du systéme :

N
_ N _oN HoB
Z =2z =2 {C05h<kBTﬂ

Particules indiscernables

Quand les particules sont identiques et occupent des états délocali-
sés ils sont indiscernables. Du point de vue de la mécanique quan-
tique cela signifie que toute permutation de particules laisse inva-
riant le module de la fonction d’onde. On montre alors qu’il y a deux
types de comportements :

1. Laclasse des fermions :toutes les particules ayant un spin demi-
entier appartiennent a cette classe. C'est le cas de l'électron,
du proton, du neutron, de l'atome 3He, etc. De surcroit elles
obéissent au principe d’exclusion de Pauli qui stipule 'impossi-
bilité pour deux fermions identiques d'occuper le méme état.

2. Laclasse des bosons : toutes les particules ayant un spin entier
appartiennent a cette classe. C'est le cas du photon, de l'atome
He, etc.

Par conséquent, d'une part la formule Z = 2V compte trop d'états
et d'autre part il y a plus d"états possibles pour les bosons que pour
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les fermions de telle sorte que l'on peut écrire

N
Zfermions < Zbosons <z



LE GAZ PARFAIT

Un gaz peut, en premiére approximation, étre décrit comme un en-
semble de particules libres enfermées dans une boite. Lorsque les
interactions se résument aux seules collisions avec les parois, on dit
que le gaz est parfait. Il s'agit d'une part d'établir les lois macrosco-
piques des gaz parfaits et d'autre part d’aborder la théorie cinétique
des gaz.

Version en ligne

femto-physique.fr/physique_statistique/gaz-parfait.php

3.1 Gaz parfait monoatomique

Nous décrivons ici, a l'aide des lois de la physique statistique, les
propriétés d'un gaz parfait en équilibre avec un thermostat de tem-
pérature T et constitué de N > 1 atomes ponctuels (trois degrés de
liberté), indépendants (pas d’interaction inter-atomique) et indiscer-
nables (états de translations délocalisés).

Approximation de Maxwell-Boltzmann

Dans un gaz parfait de particules identiques, les états sont indis-
cernables et le résultat est différent suivant qu’on traite un gaz de
bosons ou un gaz de fermions. C'est pourquoi un gaz de photons
(rayonnement du corps noir) n'obéit pas aux mémes lois qu'un gaz
d'électrons (les électrons de conduction). Par contre, nous constatons
tous les jours que dans les conditions ordinaires, les lois sur les gaz
moléculaires ne dépendent pas de la nature (bosons ou fermions)
des particules. La raison est liée au fait que la probabilité que deux
molécules occupent le méme état est complétement négligeable. En
d’autres termes, le principe de Pauli est de facto respecté fermion ou
pas! On montre alors que pour calculer Z il suffit de considérer le
systéeme constitué de N particules discernables puis de diviser par
les N! permutations (cf Chapitre B pour plus de détails) :

ZN

~i | © (31)

Zyg =

Il s'agit de l'approximation de Maxwell-Boltzmann valable pour un
gaz moléculaire (non valide pour un gaz d’électrons a température
ambiante).
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1 : Formule de Euler-Mac Laurin :

Yoo f(n) = [ flx)dz — 3 £(0) —
5 10) + =25 FP(0) + ...

FiG. 31 : La somme 3, e—an®

peut s'approcher par lintégrale
fooo e dy sia < 1.

Calcul de Zy

La fonction de partition individuelle z est déterminée dans la cadre
de la mécanique quantique. On fera le calcul en considérant une par-
ticule de masse m enfermée dans une boite cubique d'aréte a et on
admettra que le résultat est valide pour un volume quelconque.

Dans un cube d'aréte q, 'énergie cinétique des atomes est quantifiée
et obéit a la loi

2

8ma?

(n2 4+ ny +n2) avec (n,,n,, n,)ecN?

€nz7nyanz =
d'ol

N o 242 02 h?
o3 Y et op o= P oy
ny=ln,=1n,=1

8ma?

La somme se raméne donc a un produit de trois termes identiques.

oo 3
z = Z e_ﬂ50"2
n=1

La fonction a sommer varie lentement avec n. On peut l'approcher
par une intégrale’ :

80

o0 o0 1

Ze‘ﬁsO"Z o / e 0’ dp = = | = \/2mm k;BT2

~ b 2V Beg h
Ainsi, si 'on note V = a® le volume de la boite, on obtient :

z= v (2mm chT)S/2

y (32)

Finalement, la fonction de partition d’un gaz parfait monoatomique
dans l'approximation de Maxwell-Boltzmann s'écrit

VAN

1

Zs(T,V,N) = — (

)31\//2
~N!

(33)
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Equation d’état

Cherchons la relation f(p,V,T,N) = 0 qui relie pression moyenne,
volume, température et quantité de matiére pour un gaz parfait mo-
noatomique. La pression moyenne est obtenue par exemple grace a
'énergie libre :

F(T,V,N) = —kgTn Zys(T,V,N) et dF =—8dT —pdV + udN

La pression moyenne p s'interpréte donc comme une dérivée partielle
de F:

F InZ
. . olnZ N B .
D'aprés la relation (3.3), 9N Zme = — de sorte que l'équation
v |yr
d'état du gaz parfait s'écrit
pV = NksT  Q (34)

On notera la disparition de la constante de Planck dans l'équation
d'état ce qui signifie que l'on peut retrouver ce résultat a 'aide d'un
raisonnement classique.

Par définition de la température thermodynamique on a, pour un gaz
réel :
RT =1lim pv
p—0 N
ol R est une constante universelle et n le nombre de mole. On voit
alors que notre définition de la température coincide avec la défini-
tion de la température thermodynamique a condition que

R

kg

Depuis le 20 mai 2019, le kelvin est défini en fixant la valeur de la
constante de Boltzmann. On a

kg = 1,380 649 - 10723 J K~

Energie interne

L'énergie interne du gaz vaut

olnZyp olnz 3
U= ——2MB\ __N =N
B Ayy B |, 25
C'est-a-dire,
3 3
U= NkT = -nRT  © (3.6)

ou n est le nombre de moles et R la constante des gaz parfaits. On
trouve ici une interprétation simple de la température : si l'on calcule
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'énergie cinétique moyenne de chaque atome on trouve

e, = 3/2kgT = 1/2mv2 + 1/2mv2 + 1/2mu?

Comme les trois directions sont équivalentes, on a
— 1
1/2mv2 = §kBT @ (3.7)

La température est proportionnelle a ['énergie moyenne de transla-
tion; on parle d'énergie d'agitation thermique. De plus ['énergie se
répartit en terme égal entre les trois degrés de liberté. Il s'agit d’'une
conséquence du théoréme d’équipartition de 'énergie :

Théoréeme de 'équipartition de I'énergie

2 :Un systéme est dit classique  Dansun systéme classique? en équilibre a latempérature T, chaque
quand les effets quantiques sont  degré de liberté intervenant de fagon quadratique dans l'énergie,

négligeables. Ceci est réalisé quand . = 1z -
lénergie thermique 1/2k,T est beau- contribue pour 1/2kgT a 'énergie totale.

coup plus grande que l'écart entre

deux niveaux d'énergie consécutifs. " . P . . <
¢ Capacite thermique - On en déduit la capacité calorifique a volume

constant Lo ;
Com=— 2| =°%5R
CMn AT Ny 2
Pour l'argon (M = 40g.mol™") par exemple, on a une capacité ther-
mique

3
Cym= St = 12,5).K " mol™" = ¢,=0,31).K" g’

v7

quatorze fois plus faible que celle de 'eau a masse égale (¢, = 4,18 ).K~".g7").

Formule de Sackur-Tetrode

Calculons maintenant 'entropie d'un gaz parfait monoatomique. On
peut l'obtenir soit a partir de la définition de F soit a partir de l'une
de ses dérivées partielles :

_or U—r
T |y v T

S =

L'énergie libre s'obtient a partir de Z; et de l'approximation de Stir-
ling :

|4 3 2rm kg T
F =—kgTInZyg = —NkgT [ln (N) + 3 In (T) + 1]

Notez que l'énergie libre est une fonction d'état extensive. La pré-

sence duterme 1/N!dans la fonction de partition —et donc l'indiscernabilité-
est essentielle pour assurer l'extensivité de 'énergie libre et de l'en-
tropie. On déduit l'entropie

B VY 3. (2mmkgT\ 5
S—NkB[ln(N)+§ln(T)+§]
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Paradoxe de Gibbs

Placons deux gaz parfaits dans une boite séparée en deux parties
par une cloison diatherme et mobile puis attendons l'équilibre
thermique et mécanique. Les gaz sont alors a la méme tempéra-
ture et a la méme pression. Enlevons la cloison. Deux cas de figure
se présentent :

» Si les gaz sont différents, le processus est irréversible et le
mélange s'accompagne d’'une augmentation d’entropie (dite
entropie de mélange), la pression et la température ne va-
riant pas.

» Si les gaz sont identiques, l'état final et l'état initial étant
rigoureusement identiques, l'entropie ne doit pas varier.

On doit donc avoir 25(T,N,V) = S(T,2N,2V). Or, sans l'hypo-
thése de lindiscernabilité, l'entropie n'est pas extensive et cette
propriété est alors violée. On arrive alors a un paradoxe puisque
dans ce cas on prévoit une variation d’entropie alors que ['état ini-
tial et final sont identiques. Ce probléme pointé par Willard Gibbs
en 1861 porte le nom de paradoxe de Gibbs. On le résout en pos-
tulant l'indiscernabilité des molécules dans un gaz.

Lorsque l'on exprime la pression en pascal, la température en kelvin
et masse molaire M en g/mol, on obtient

5/2 3
S=nR {ln () + 21 M~ 1,1646

Ce résultat est connu sous le nom de relation de Sackur-Tetrode®.

La TaB. 3.1 compare les valeurs théoriques (relation de Sackur-Tetrode)
avec les valeurs expérimentales déduites des coefficients calorimeé-
triques par la relation

T'ne, (T) nlL,
— M T T
S /O e +) T

ou le dernier terme représente la variation d’entropie lors des chan-
gements d'état. On voit que l'accord est excellent compte tenu des
incertitudes expérimentales.

Element Entropie semi-empirique  Entropie statistique
J.K"V.mol ™’ J.K~".mol™"

Ne 146,54 0,5 146, 2

Ar 154,64+ 0,5 154,8

Kr 163,94+ 0,5 164

Xe 170+ 1 169, 6

On notera la présence dans l'entropie statistique d'une constante issue
de la mécanique quantique : la constante de Planck. Ainsi il est pos-
sible de mesurer la constante de Planck a partir de mesures thermodyna-
miques. Cependant la précision limitée des données thermodynamiques
est trés loin de surpasser celle de la physique atomique. Par ailleurs, le
modéle que nous venons de voir s'applique bien au cas des gaz rares
mais est incomplet dans les autres cas (cf. section suivante).

3 : Dés 191, la prestigieuse revue al-
lemande Annalen der Physics publie
deux résultats indépendants issus des
travaux de deux physiciens allemands:
Otto Sackur (1880-1914) de l'université
de Breslau et Hugo Tetrode (1895-1931)
génie précoce fils du président de la
Dutch National Bank. Pour la petite his-
toire, Sackur mourut d'une explosion
chimique dans le laboratoire de F. Ha-
ber, alors qu'il faisait des recherches
sur les gaz de combat en pleine guerre
mondiale. Sackur était un ami proche
de la femme de Haber qui inconso-
lable aprés la mort de Sackur, finit par
se suicider avec l'arme de service de
son mari.

TAB. 3.1 : Entropies molaires des gaz
raresa T = 298K et p = 1 atm.
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3.2 Gaz parfait de particules composites
Généralités

En réalité, 'atome ou la molécule sont des structures composites. On
ne peut pas les réduire a des points matériels a trois degrés de liberté.
Par contre on montre que l'on peut découpler deux mouvements :

1. Le mouvement du centre d’inertie G auquel on associe les trois
degrés de translation.

2. Le mouvement interne auquel on associe les degrés de liberté
internes.

L'énergie d'une molécule s'écrit alors
h2 2 2 2
I e (ng + ny, + ny) + €,

ou e, désigne l'énergie associée aux degrés de liberté internes (A
désigne l'ensemble des nombres quantiques associés a ces états in-
ternes). On admet que les degrés de liberté internes sont indépen-
dants des degrés de liberté de translation de sorte que l'on peut
écrire

2= Zy X Zint
ou z, et z,; désignent respectivement la fonction de partition indi-
viduelle associée aux états de translation du centre d'inertie et aux
états internes a l'atome ou la molécule.

Dans un premier temps, on peut considérer qu'une molécule est un
systéme constitué de p atomes ponctuels et donc sans structure in-
terne. Dans ce cas, la molécule présente 3p degrés de liberté qui se
répartissent en :

» 3 degrés de liberté associé aux états de translation du centre
de gravité de la molécule;
» 3degrés de liberté de rotation sila molécule n'est pas linéaire et
2 degrés de rotation sinon (il suffit de deux angles pour orienter
une molécule AB);
» 3p—6 (resp. 3p—>5) degrés de vibrations pour une molécule non
4 : En toute rigueur il faut aussi tenir lineaire (resp. lmealre)'

compte des états nucléaires. Cepen- o ) ) L ) 3 )
dant, les énergies mises enjeu pourat-  EN réalité il faut aussi tenir compte des differents etats électroniques

teindre les états excités sontde lordre  du cortége électronique de la molécule®. Si 'on admet que tous les

duMevalors que k'~ 25meVatem-  qagrag de |iberté sont indépendants, on peut écrire
pérature ambiante de sorte que l'on

peut considérer les états nucléaires
gelés.

1

m(z)N 0 (38)

Z =2y X 2o X Zror X Zyip €0 Zyg =

Notons tout de suite que la fonction de partition z;, est indépen-

, . P olnz
dante duvolume V de l'enceinte, de sorte que la pressionp = kgT SVMB

prend la méme valeur que dans le cas du gaz parfait monoatomique.

N,T
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Loi des gaz parfaits Il

Tout gaz parfait, quelle que soit son atomicité, vérifie 'équation
d'état pV = nRT.

Les états de rotation

On se limite aux molécules linéaires (ex : 0,, CO, CO,, etc.) et l'on se
place dans l'approximation du rotateur rigide, c'est-a-dire que la dis-
tance inter-atomique est supposée fixée a sa valeur d'équilibre. Dans
ce cas, il n'y a que deux degrés de liberté interne qui correspondent
aux deux angles de rotation autour des deux axes perpendiculaires a
l'axe internucléaire. Une molécule linéaire rigide de moment d'inertie
I, par rapport a son centre d'inertie et en rotation a la vitesse angu-
laire w autour de G posséde une énergie cinétique barycentrique :

1 112

€rot = 5 GW2 = 2IG

ou L représente le moment cinétique barycentrique de la molécule.
Or, la mécanique quantique stipule que le moment cinétique est

quantifié :
L2 = (04 1)h? ¢ = 0,1,..
avec
L, = mh m = —4 —¢+1,..,/
Ainsi, les niveaux de rotation s'écrivent
h2
e, =00+ 1)e avec = —
(= Hl+D) P
chaque niveau ¢, étant dégenéré d'ordre g = 2¢ + 1. Moléecule O, (K) | Molécule O (K)
H, 88,6 N, 29
En thermodynamique statistique, on exprime souvent l'énergie en HD 66,5 F 127
terme de température, c’'est pourquoi on définit la température ca- aa ‘1*;*; g% 0082
- . . B 2 ’
ractéristique O, telle que HBr 123 I 0,027
HI 9,5 co 28
€
O, = = 0 (39) 0, 2] o, 0,57
B TaB. 3.2 : Températures caracteris-

' o - ) ) tiques O .
Calculons la fonction de partition associée aux états de rotation

o0

Zrot = Z(QZ + 1)e_f(l+1%@~
=0

Trois cas de figure se présentent :

» O, < T:Cestlecas le plus courant puisque, sauf pour le dihy-
drogéne, ©,.; est de l'ordre du kelvin (cf. TAB. 3.2). De nombreux
niveaux sont alors peuplés et le calcul de z,, peut s'approcher
par une intégrale (limite classique).

oo

Zrot=/ (20 + 1)e df:/ e " da
0 0
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5 : Le développement de Euler-Mac
i ~ T 414 9o
Laurin donne z, ~ o T3t +

15T
2
4 ( Orot )
315 T

rojot
2y
I

ol
2y

T/®I'Ot

FiG. 3.2 : Evolution de C,,m en fonction
de la température lorsque lon tient
compte des niveaux de rotation.

Ainsi, dans l'approximation classique :

T .
ot =g S T > O,y (310)

rot

» T < ©,, :on peut considerer que seul le premier niveau £ =0
est peuplé. On dit alors que les états de rotation sont gelés et
lona z4 = 1.

» O, ~ T :Dans ce cas, il faut calculer directement z,; en pre-
nant les termes prépondérants®.

Capacité thermique - L'énergie interne de rotation qu'il faut ajouter
a l'énergie de translation pour tenir compte des deux degrés de rota-
tion, vaut

0N 2ot

op

On retrouve les conclusions du théoréme de l'équipartition : Chaque
degré de rotation contribue, dans l'approximation classique, pour
1/2kgT dans l'énergie interne. Ainsi ['énergie d’un gaz parfait diato-
mique de température T > O, vaut

Uy = —N = NkgT =nRT = & =kgT

) 5
U=Uys+Uq=5nRT = C,p=3R
A basse tempeérature c'est-a-dire si T <« O, les états de rotations
sontgelés et 2, ~ 1. Ainsi U, = 0 et C,, , = 3/2R. La figure ci-contre
illustre 'évolution de C, ., en fonction de la température adimension-

né T/0,,. On remarque notamment que le domaine classique est
atteint des que T' > 20 ;.

Pour les molécules linéaires centro-symétriques (A-A), le calcul précédent
comptabilise deux fois trop d'état. Dans l'approximation classique on a

T

Zor = ———
rot
2erot

Les états de vibration

En réalité les molécules ne sont pas rigides et la liaison moléculaire
présente une certaine élasticité que l'on modélise, en premiére ap-
proximation, a l'aide du modéle de l'oscillateur harmonique. La en-
core nous restreignons 'étude au cas des molécules diatomiques.

Une molécule A-B dont la cohésion est assurée par une liaison chi-
mique peut étre décrite dans le référentiel barycentrique par un os-
cillateur de raideur k, de masse u (masse réduite) et de fréquence
propre vy, telles que

1 |k mMAm

VO:?
T\ mpy + mg

La mécanique quantique montre alors que les états sont quantifiés
et décrit a l'aide d'un nombre quantique n associé a l'énergie. En
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prenant l'origine des énergies au niveau fondamental n =0 on a
€, =nhyy, avec neN

La encore, on peut définir une température caractéristique O,
Op=— © (311)

Dont quelques valeurs sont données dans la TAB. 3.3. On remarque
que O, est, a quelques exceptions pres, supérieur a 1000 K, ce qui
signifie qu’a la température ambiante, les niveaux de vibrations ne
sont que partiellement peuplés (on est loin de 'approximation clas-

z n

sique); les états de vibration sont “quasiment gelés”. La fonction de

Molécule O, (K) | Molécule O, (K)
H, 6210 N, 3340
HD 5380 Fy 1284
D, 4390 cl, 810
HCl 4140 Br, 470
HBr 3700 I 310
HI 3200 Cco 3070
0, 2230 CO, 960,960,1850,3380
H,0 2290,5250,5400

partition associée aux états de vibration se calcule aisément a l'aide
de lidentité 3->° a" =1/(1—a) (si|a| < 1):

>N [ o\ 1
zVib = Z (e kBT) = _ Syip
n=0 1l—e™
On en déduit 'énergie de vibration
oln z, oln z, T
L —_N V\b:NkTQ vib __ T[ } —
Uiv a7 B a7 nR expz—1 avec zx

Le calcul de la capacité thermique associée aux degrés de vibration
ne pose pas de probléme:

x2e®

—RYC¢ (312)
V,n=1 (er —1)2

vib _ Uiy

vm T aT

On voit que dans l'approximation classique, c'est-a-dire lorsque T' >
©,ib, ON obtient U, = nRT ce qui est bien compatible avec le théo-
reme de 'équipartition de 'énergie. En effet, 'énergie vibrationnelle
est de nature cinétique et élastique : e = 1/2kx?+1/2ui?. Chacun des
termes contribuera pour 1/2kgT a 'énergie moyenne ce qui donne
bien nRT pour n moles.

Il faut alors ajouter une contribution vibrationnelle a la capacité ther-
mique

5 )
Cum=5R+ Cyh © (313)

On notera également qu’a suffisamment basse température, les états
de vibration sont gelés et U, — 0. Pour résumer, la capacité ther-
mique molaire d'un gaz parfait diatomique passe de la valeur 3/2R
a basse température a la valeur 7/2R a haute température lorsque

TAB. 3.3 :
tiques O,

Oyip
T

Temparatures caractérisi-
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Cym = f(T)
T T T T T T T T T T T T
i :
) 1
ir| |
Lol Lol Lol
10'Ter 102 103 101
T enK
FiG. 3.3 : Evolution de la capacité

thermique du di-hydrogéne deutéré

(HDgay).

degrés de rotation et vibrations sont «dégelés». La FiG. 3.3 illustre
cette évolution sur 'exemple du di-hydrogéne deutére.

Les états électroniques

Notons ¢,, et g, les niveaux d’énergie électroniques et leur dégéné-
rescence associée. On fixe l'origine des énergies au niveau fondamen-
tal. La fonction de partition associée aux états électroniques s'écrit

Zol = Zgie*Ei/’CBT
4

Pour les atomes de gaz rare et les molécules a couches complétes, le
niveau fondamental est non dégénéré (g, = 1) et le premier niveau
excité est, a température modéré, inaccessible si bien que z, ~ 1
et la loi du gaz parfait ainsi que la formule de Sackur-Tetrode décrit
correctement le gaz.

En revanche, pour les molécules a couches incomplétes (comme 0O,,
les radicaux libres), le niveau fondamental est souvent dégénéré. Dans
ce casilfautajouterala formule de Sackur-Tetrode le terme nR In g,.

Il arrive parfois que les premiers niveaux excités soient proches a
cause du couplage spin-orbite (c’est en fait le couplage spin-orbite
qui léve la dégénérescence du premier niveau excité). Dans la littéra-
ture, on donne souvent la température caractéristique des différents
niveaux excités au lieu de donner les énergies. Le lien entre énergie

et température est
5\’I’L

n:?B

Dans ce cas on approche z, par

0

Zol 2 go + g8~/

si le premier niveau excité est partiellement peuplé (facteur de Boltz-
mann non négligeable).

Exemple

Le terme spectroscopique fondamental du monoxyde d’azote NO est 211
(S =1/2 et L = 1). Par couplage spin orbite ce niveau se dédouble en
deux sous niveaux : le niveau fondamental *IT, ,, dégéneré 2 fois et le
premier niveau excité *IT, , dégénéré 4 fois dont la température caracté-
ristique vaut 6, = 172 K. Ainsi, la fonction de partition électronique de la
molécule vaut, a température modérée

Zy =2+4e717T
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Evolution du facteur calorimétrique ~

Par définition le facteur ~ est le rapport des capacités thermiques
isobare et isochore :

def C, Cy Z'Z:/

det ~p

= —Cv avec . 20, V) (314)
p dT

Rappelons que pour une transformation isochore on a

ou
oQ,=dU0 = C,= —
QV ! or V,N,z
et pour une transformation isobare
OH
0Q, =dH C,=—
QD = 4 oT PN

ou H = U + pV désigne l'enthalpie.
Pour un gaz parfait, on a les propriétés suivantes.

1. On a la relation évidente H = U +nRT de sorte que les capaci-
tés thermiques molaires sont reliés simplement par la formule
de Mayer :

Com—Cym=R | Q (315)

2. L'énergie interne molaire ne dépend que de la température. C'est
donc aussi le cas de l'enthalpie molaire. Par conséquent le fac-
teur v ne dépend que de la température et de la nature du gaz.

Cas des gaz monoatomiques - Pour des températures inférieures a
10000K, les états électroniques sont gelés et l'on a U = U, = 3nRT
ce qui donne

(316)

Cas des gaz diatomiques - Contrairement au cas du gaz monoato-
mique, v varie au cours de la température car les états de rotations
se “dégelent” lorsque T > 20, ainsi que les états de vibration
lorsque T" > O,,. La figure ?? illustre cette évolution dans le cas
du di-hydrogéne deutéré.

On distingue trois domaines :

Com=35R = =35 si T<KOy
Com=5R = =1 si 0,,<T <06
Com=2R = ~=2 si O, <«<T <10000K

On retiendra qu’en général a température ambiante, v = % pour un
gaz diatomique comme le confirme la TAB. 3.5.

Cas des molécules complexes - Dans le cas des molécules formées
de n atomes, les 3n degrés de liberté se distribuent ainsi :

Gaz Température %
Argon 15°C 1,65
Hélium 18°C 1,66

TAB. 3.4 : Quelques valeurs expérimen-
tales pour deux gaz rares.

Q‘_ﬁ@

== f(T)

v

wlen

[SIEN

~Jj©o

10! Tep 102 103

T enK

FIG. 3.4 : Evolution du coefficient v du
di-hydrogéne deutéré (HDg,,) avec la
température.

10*
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TaB. 3.5 : Valeurs expérimentales pour
quelques gaz diatomiques.

Gaz température %
co, 20°C 1,29
H,0 100°C 1,33

TaB. 3.6 : Valeurs expérimentales pour
quelques gaz triatomiques.

Gaz Température (°C) ~
Diazote 0-200 141
Dihydrogéne 16 141
Dioxygene 13-207 140
Air 0-100 1,40

» Trois degrés de liberté de translation associés au mouvement
du centre d'inertie de la molécule.

» Trois degrés de rotation si la molécule est non linéaire, deux si
elle est linéaire.

» 3n-6 degrés de vibrations si la molécule est linéaire et 3n-5 de-
grés de vibrations si la molécule n'est pas linéaire.

La plupart du temps les degrés de vibration sont gelés a température
ambiante de sorte que l'on a

si la molécule est linéaire

—N
O
3
|
wlen
=y
4
2
Il

7
5
Com=3R = ~=3 sinon.

Cest le cas de l'eau a température ambiante comme le montre la
TAB. 3.6. Par contre, pour le dioxyde de carbone, il y a deux modes
de vibrations qui sont partiellement excités a température ambiante
(6,1, = 960K) ce qui explique que § < yco, < £

3.3 Théorie cinétique des gaz (1859)

Il s'agit ici de déterminer la distribution des vitesses des molécules
d’'un gaz parfait thermalisé a la température T. Nous ferons le cal-
cul pour un gaz parfait constitué d’atomes sans degrés de liberté in-
terne. Cependant le résultat sera général puisque les degrés de liber-
té internes sont indépendants de la vitesse des molécules (degrés de
translation).

Densité d'état en énergie

Considérons un atome libre de se mouvoir dans une boite cubique
d'aréte a et cherchons a calculer le nombre de micro-états acces-
sibles lorsque 'énergie de la particule est comprise entre E et E+dE.
Ici, il est judicieux de calculer le nombre ®(E, N, V) de micro-états
tel que E, < E.

On sait que 'énergie d'un atome dans une boite cubique d'aréte a
fait intervenir trois nombres quantiques :

h2
= 8ma?

E, = ey(n? +n2+n?) avec

Le nombre ® de micro-états pour lesquels 'énergie E, < E corres-
pond donc au nombre de triplets (n,,n,,n,) tel que

(n3 +mny +n2) < E/e
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Si 'on raisonne dans l'espace des états (cf figure 3.5), ® s'interpréte
comme le nombre de nceuds d'un réseau cubique d'aréte ay = 1
compris dans %éme de sphéere derayon R = \/E/e, . Puisque R > 1,
on peut approcher @ en divisant le volume de la portion de sphére
par le volume d'une maille du réseau (cube d’aréte 1) :

o — }4/37;1%3
8 ag
1 E 3/2
- ()
4 V(2mE)3/?
¢ = 37

ni—}—n%-ﬁ-nE:Cte

Le nombre de micro-états dont l'énergie est comprise entre E et £ +
dE est donné par

Q=®E+dE N,V)—®(E,N,V)~ g—sz (317)

Par définition, la densité d’état en énergie p, est le nombre de micro-
états par unité d'énergie et vaut

def 0P

A partir de ® = 47V (2mE)3/2/(3h3), on obtient

v
QUE,V) = ﬁllﬂm\/ 2mE dE (319)
Calculer l'ordre de grandeur de © en prenant V.~ 1m3, m ~

1027kg, E~1),h~1033)setdE ~ 10710

Rép. - La formule (319) donne

—_—

Q= A x 10727V2 x 10727 x 1 x 10719 ~ 10°°

(l() 33 )JS

FIG.3.5: Espace des états : chaque état
atomique est représenté par un nceud
du réseau.
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6 : On notera la une contradiction
avec I'hypothése méme du gaz parfait
puisqu’elle suppose l'absence d'inter-
action intermoléculaire alors que le
processus de thermalisation l'impose.
En réalité, de part le volume fini v
des atomes, ceux-1a sont soumis a un
nombre important de collisions sans
que cela remette en cause le modéle
du gaz parfait a condition toutefois
que Nvy < V.

—T=T
T = 4T}

FIG. 3.6 : Distribution des vitesses dans
un gaz. Lorsque la température est
multipliée par quatre, la vitesse la plus
probable est multipliée par deux.

Distribution des vitesses

Dans un gaz parfait, on peut considérer que chaque atome est ther-
malisé avec le reste du gaz®. D'aprés la loi de Boltzmann, la probabilité
dP(e) de trouver 'atome avec une énergie € a de > 0 prés s'écrit

e—e/kBT

v
dP(e) = . p.de avec Z:ﬁ(2ﬂ'kaT)3/2

ol z est la fonction de partition individuelle que nous avons déja cal-
culée. Par ailleurs, 'énergie des atomes étant uniquement cinétique,

on a 1
€ = §mv2 = de=mvdv

Ainsi, la probabilité de trouver une molécule avec une vitesse v a dv
prés s'écrit
2

m 3/2 mu
dP(v) = (27rkBT> e 27T 4702 do (3.20)

Il s'agit de la loi de Maxwell-Boltzmann concernant la répartition des
vitesses (1859).

Cherchons maintenant la probabilité d P(%) qu'une molécule ait une
vitesse ¥ = (v,,v,,v,) a dv = (dv,,dv,,dv,) prés. Dans l'espace des
vitesses (0,u,,v,,0,), dP(v) représente la probabilité que le vecteur
vitesse ¥ ait son extrémité dans une coquille sphérique de rayon o,
d’épaisseur dv et donc de «volume» dr = 4mv?dv. Quant a la pro-
babilité dP(%), il s'agit de la probabilité que le vecteur vitesse pointe
dans un petit «volume» d°r = dv,dv,dv,. Par isotropie, tous les
points de la sphére de rayon v sont visités avec la méme probabilité
de telle sorte que le rapport dP(v)/dP(v) représente le rapport des

volumes dST/dTZ

dP@)  d’r L
P dr - PO= (

3/2 771’[/2
27rkBT> e 27 du,dv,dv,

On retiendra que la probabilité qu’un atome se déplace avec une
vitesse ¥ a du prées, se met sous la forme

dP(3) = Ae 7 du,dv,dv, (3.21)

Vitesses caractéristiques

On peut définir trois vitesses caractéristiques du chaos moléculaire
qui régne dans un gaz thermalisé : la vitesse moyenne, la vitesse la
plus probable ainsi que la vitesse quadratique.
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Quelques formules utiles

I = / zre~ee® dy I, = 1 /T
0 o1 avec 2 \ a

I — _Y%n I = =

n+2 aa 1 2(1

Vitesse la plus probable - Toutes les vitesses n‘ont pas la méme
chance d'étre observées. Il existe en effet une vitesse ¥ qui rend maxi-
mum la densité de probabilité dP/dv et qui ne dépend que de la
température et de la nature du gaz. La densité de probabilité passe
par un maximum lorsque

d 287% 9 mv? o gzv; 0 = & 2/€BT 2RT
e B = _——_—— B = = = —
dv” Y kgT TV V M

Vitesse moyenne - La vitesse moyenne v est la moyenne de la norme
de 9, C'est-a-dire

3

m 2 2 m
v = dP(v) = ——— | e 4mPdv avec a=
0] /v (v) /0 <27TkBT> s dv a ST

Comme I, = —91,/da = 1/(2a?) on obtient

: m \? 12k [SkeT _ [SRT
= T = =
2rkg T 2m? ™m M

Cette vitesse est légérement supérieure a la vitesse 9.

Vitesse quadratique - La vitesse quadratique v, est l'écart-type du
vecteur vitesse, c'est-a-dire la racine de la moyenne du carré’. 705 = V-5 = Voo Cette vi-

tesse est souvent notée dans la litté-
rature anglo-saxonne vyys, rms signi-

3
_ o0 3
v2 =02 = [ 2 dP(v) = _m_ e=a” 4ot du fiant root mean square.
4 b 2rkgT

expression qui faitintervenir lintégrale I, = 9%1,/0a* = 3\/7/(8a°/?)

3 -5
)2 mo 2 4ﬂ_3ﬁ m *_ 3keT

v, =4/ % Q (3.22)

La vitesse quadratique est liée a I'énergie interne du gaz puisque

d'ou
On notera que v, # 7.

1 1
U, = Z imvf = N§mv3

La vitesse quadratique est donc la vitesse qui, dans 'hypothése ol
toutes les molécules se déplacaient a la méme vitesse, donnerait un
gaz de méme énergie interne.

Ces trois vitesses ne dépendent que de la température et de la masse
des molécules. Elles varient toutes comme /T /m : elles augmentent
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TAB. 3.7 : Vitesses moléculaires caracté-

ristiques a 25 °C pour différents gaz.

gaz

e~y dt----

paroi

ds

.

FIG. 3.7 : Molécule entrant en collision

sur la paroi.

avec latempérature et sont d'autant plus importante que la molécule
est légére. La hiérarchie des vitese se présente ainsi

v<v< Vg
Gaz He 0, N, Ar
Vitesse ¥ (m.s™1) M3 393 421 352
Vitesse 7 (m.s~") 1256 444 475 397

Vitesse quadratique v, (m.s™") | 1363 482 515 431

La relation entre ces vitesses et la température permet de donner une
interprétation cinétique de la température. On peut dire que dans un gaz
la température est la mesure de l'agitation moléculaire. Cependant il ne
faudrait pas croire que la température est une mesure de l'agitation en
général. Insistons sur le fait que la température est une mesure inverse
de la capacité a stoker de 'entropie lorsque le systéme recoit de 'énergie
(+=25)

T — OFE

Echappement de Jeans

Ce phénomeéne est a l'origine de l'évaporation thermique des atmosphéres
planétaires. En effet, dans une atmospheére a la température T, les parti-
cules ont une vitesse typique de l'ordre de

3RT
%=V

Cette vitesse est en général inférieure a la vitesse de libération vy, de
la planéte. Cependant, la probabilité de trouver une molécule ayant une
vitesse v > v, augmente avec la température. Ces molécules rapides
sont donc susceptibles de quitter l'atmosphére a condition de ne pas
rencontrer d’obstacle sur leur chemin qui risquerait de les ramener vers
la planéte. C'est précisément ce qui se produit en haute atmosphére (exo-
sphére) ou la température est élevée et les collisions rares. Ainsi les mo-
lécules les plus légéres (v, o 1/v/M) quittent l'atmosphére ceci a un
rythme d’autant plus important que la gravité est faible et que la tempé-
rature est forte.

Ce phénomeéne est par exemple la cause de la pauvreté en hydrogéne
des planétes telluriques (Mars, Terre, Vénus). Le composé le plus abon-
dant de l'univers, H,, bien que produit continuellement par le volcanisme,
n'est qu'un composé mineur de ces planétes. Il est aussi a l'origine de la
disparition compléte de 'atmosphére sur Mercure et sur la Lune.

Interprétation cinétique de la pression

La pression exercée par un gaz se mesure par la force qu’exerce ce
gaz sur les parois par unité de surface. Pour un gaz parfait, ce sont les
chocs incessants des molécules sur la paroi qui provoquent l'appa-
rition d'une force de pression dirigée vers 'extérieur. On comprend
dés lors que la pression moyenne est liée a l'agitation moléculaire.
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Cherchons a exprimer la quantité de mouvement transférée a la pa-
roi en moyenne et par unité de surface et de temps. Notons dN le
nombre de molécules frappant l'aire infinitésimale dS pendant d¢ et
ayant la vitesse ¢ a dgprés. Ces molécules se trouvent dans l'espace
représenté ci-contre dont le volume mesure v,dt x dS. Dans ce vo-
lume, la concentration de molécules ayant effectivement une vitesse
comprise entre ¥ et ¥ + dv vaut £ dP(7) de sorte que dN s'écrit

dN = vxdtdS%dP(T;)

Ces molécules sont adsorbées a la surface puis désorbées. Pendant
ce processus, la paroi recoit une quantité de mouvement de la part
de chaque molécule égal a 2mwv,. En vertu du principe fondamental
de la dynamique, la paroi ressent donc une force

2mu, X dN 2m
dt v

df, = dszd P(v)
Ainsi, en sommant sur toutes les vitesses (a condition que v, > 0),
on obtient la force moyenne

T?Mds/ // 7@&9@
v, >0 4

Or, l'isotropie du gaz implique

— 1= — 2N

v2 = 02 = fo= ngS va

On constate que cette force est proportionnelle a l'aire de la portion
de surface et qu'elle est dirigée perpendiculairement a celle-ci. Par
définition, la pression cinétique p,, es la force par unité de surface
résultante des collisions moléculaire sur la paroi. On a

1 2
p.=-—-mv? ouencore pV = §U
La pression cinétique est donc proportionnelle a la densité volumique
d’énergie liee a 'agitation thermique. Si on se rappelle que 1/2muv? =
3/2kgT, alors on obtient

pV = NkgT

Autrement dit, la pression d’un gaz parfait s'identifie a la pression
cinétique.

Dans un liquide, la pression p est le résultat des collisions et des interac-
tions moléculaires de sorte que l'on peut écrire

D =Dc+ P

ou p,, désigne la pression moléculaire. Dans les conditions normales,
cette pression moléculaire est négative et dépend de la densité et de
la température.
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DIFFUSION DE PARTICULES

Léquilibre thermodynamique d'un systéme isolé suppose l'uniformi-
té de tous ses parametres intensifs dans l'espace et le temps. Quand
les parameétres intensifs varient dans le milieu d’un point a un autre
et/ou au cours du temps, le systéme est hors équilibre thermodyna-
mique. Il apparait alors des phénoménes de transport, qui tendent
a rétablir 'équilibre. La diffusion de particules que nous étudions ici
est un exemple de ces phénoménes de transport.

Version en ligne

femto-physique.fr/physique_statistique/diffusion-moleculaire.php

41 Approche macroscopique

Historiqguement, le phénomeéne de diffusion fut abordé de facon phé-
noménologique par une description macroscopique. C'est cette ap-
proche que nous suivons ici.

Courant de particules

Pour quantifier un transport de particules, on définit une quantité ap-
pelé densité de courant de particules j,,. Par définition, j,, désigne le
nombre de particules traversant une surface dS par unité de temps
et par unité de surface. j,, s'exprime donc en m=2s~". Le vecteur den-
sité de courant de particules 7,,, est orienté dans le sens du courant
de particules.

Le flux de particules ¢ représente le débit particulaire, c'est-a-dire le
nombre de particules traversant une surface par unité de temps (s™).
De fagon formelle, ¢ est le flux du vecteur 7, a travers la surface :

dg =7, -dS
ol dS est le vecteur surface perpendiculaire a l'élément de surface.

On peut relier le vecteur densité de courant de particules 7,, au mou-
vement d'ensemble de ces particules. Si 'on note # la vitesse méso-
scopique' des particules au point M a linstant ¢ et dS 'élément de
surface au voisinage de M, alors les particules qui traversent la sec-
tion dS pendant dt se trouvent dans un prisme de base dS et dont
les génératrices sont paralléles a ¥ et de longueur v dt. Ce prisme a
pour volume
dr = dS x vdt x cosf =3 -dS dt
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FIG. 41 : Calcul du flux particulaire.

1: Il ne s'agit pas de la vitesse des
molécules mais bien de la vitesse
d’ensemble d'une collection mésosco-
pique de particules. Cette vitesse est
une grandeur moyenne et locale du
point de vue macroscopique. Notre
raisonnement s'inscrit donc dans le
cadre du modeéle continu.
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Ainsi, si l'on note n*(M,t) la densité de particules (m=3) au point M
a l'instant ¢, le flux de particules traversant la surface dS s'écrit
n* x dr

dg = T = (M, )F(M,0)-dS = 7.(M,1) = n* (M, )5(M, 1)

Dans le cas particulier d’'un fluide isolé en équilibre thermodyna-
mique v = 0 soit j,, = 0.1l n'y a pas de phénoméne de transport.

Equation de conservation

Considérons un systéme constitué de particules en mouvement et
donc soumis a un courant de particules 7,/ (z, v, z,t) en tout point du
systéme. Délimitons, par la pensée, un volume 7V fixe et indéformable
puis notons N(t) le nombre de particules au sein de ce volume, a l'ins-
tant ¢. Si l'on note n*(z,y, 2, t) la densité volumique de particules en
un point M(z, y, z) et & Uinstant t, on a, par définition de la densité

t) = ///Vn*(x,y,z,t) dadydz

Ainsi, ce nombre varie au cours du temps via

Nt)://vaa’;

Maintenant, si 'on suppose qu’il n'y a aucun processus de création
ou d’élimination de particules au sein du volume ¥ (pas de réaction
chimique, par exemple), le nombre N ne diminue que suite a une
fuite de particules a travers la surface fermée 8 délimitant le volume

Vv
aran = [ -85 == 0

ol dS est orienté vers lextérieur. Or d’aprés le théoréme de la diver-
gence

o ~ ~ 9A
//A .45 — // divA dodyds avec divA = Az 4 9%y | 4,
s ” or oy 0z

On a donc

on* // .
=— divy,, dedydz VV

Finalement, on aboutit a 'équation de conservation valable dans le
cas ol il n'y a ni production ni disparition de particules :

*

ot

divi; + == =0 © (4)

Loi de Fick

La diffusion moléculaire est un transport de matiére sous l'effet de
l'agitation thermique. On rencontre ce phénomeéne dans de nombreuses
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situations comme, par exemple :

» la diffusion d'un colorant dans un liquide;

» la diffusion d’'impuretés dans un solide semi-conducteur pour
modifier les propriétés électriques;

» la diffusion des ions dans une pile chimique.

La diffusion reste un phénomeéne assez lent en général. Dans les
fluides, il est souvent masqué par un autre phénoméne de transport
associé aux mouvements macroscopiques du fluide : la convection?.
Nous n'étudions ici que le phénomeéne de diffusion moléculaire.

Le phénoméne de diffusion fut d’'abord modélisé a l'aide d'une loi
phénoménologique. Lorsqu’un systéme est dans une situation ou la
densité de particules varie spatialement, il est le siége d'un phéno-
meéne de transport de particules cherchant a rétablir 'uniformité de
la concentration. C'est Adolf Fick qui, en 1855, fut le premier a énon-
cer le fait que le courant de matiére qui diffuse est proportionnel au
gradient de concentration.

Loi de Fick

Jn = —Dgradn* = —DVn*

ol D désigne le coefficient de diffusion de particules.

Cette loi appelle plusieurs commentaires :

» Le signe — a une signification simple : le courant de particules
est orienté vers les zones les moins concentrées. En d'autres
termes, le courant de particules tend a rétablir luniformité de
concentration.

» Le coefficient de diffusion D s'exprime en m?s~". Ces valeurs
varient sur plusieurs ordres de grandeurs suivant le milieu sup-
port du phénoméne et la particule qui diffuse (TAB. 4.1).

» On peut aussi écrire 7, = —DVe ol ¢ est la concentration mo-
laire (en mol.m—3). Dans ce cas le flux de j, donne le flux mo-
laire (en mol.s™").

En présence d'un champ de force extérieur, la densité de courant de par-
ticules s'écrit 7 = n*uf — DVn* ol p désigne la mobilité (rapport de la
vitesse sur la force).

Equation de diffusion

Léquation de diffusion est la relation qui régit ['évolution spatio-
temporelle de la densité de particules. Elle est le résultat d'un bilan
de matiére associé a la loi de Fick. Nous proposons deux approches
différentes.

Cas unidimensionnel - Considérons un milieu unidimensionnel dont
la densité de particules varie avec x. Appelons N(¢) le nombre de
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2 : Le moteur de la convection est la
poussée d'Archiméde qui, associée a
des gradients thermiques, produit des
écoulements de fluide. Une fagon d'éli-
miner le phénoméne de convection
consiste a s'affranchir de la poussée
d’Archiméde en réalisant 'expérience
en micro-gravite.

3 : Loi de comportement qui permet
de décrire, dans un certain domaine
de validité, un phénomeéne. En général,
cette loi fait appel a des paramétres
déterminés par l'expérience. Une loi
phénoménologique n'est pas fonda-
mentale.

FIG. 4.2 : Adolf Fick (1829-1901).

Molécule Nbre de masse D [m?s™]
Diffusion dans l'air a 0°C
di-hygrogéne H, 2 6,3.107°
di-oxygéne O, 32 1,8.10°°
Diffusion dans l'eau a 15°C
eau H,0 18 2,0.107°
di-oxygene O, 32 1,0.107°
glucose CgH1,04 180 6,7.10710
hémoglobine 68000 6,9.10° 11

TAB. 4.1 : Quelques valeurs du coeffi-
cient de diffusion.
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FIG. 4.3 : Bilan de matiére.

Math

La divergence d'un champ vec-
toriel est un champ scalaire
qui  s'écrit en coordonnées
cartésiennes

0A, OA, 0A,
ox Jy 0z
Le gradient d'un champ scalaire

est un champ vectoriel qui s'écrit
en coordonnées cartésiennes

divA =

gradf(z,y,2) = | &

de telle sorte que

L —— o%f 9°f O*f
divgradf = W+a—y2+@
On obtient l'opérateur A dit lapla-

cien scalaire.

Tube de courant

Iz, t) 7, (z + dx, t)
(S)
(z) ( )

z+dz
particules situées dans le volume cylindrique d’'aire S compris entre
z et x + dx et faisons un bilan :
N(t) = n*(z,t) Sdx

et le flux de particules entrant dans le volume V = S dz vaut

Gentrant Jn (xv t) g - jn<x + %x, t)S
n* n*
~ DS {—%g(x,t) + S dx,t)]
n*
o = DAz | S (a1

Finalement, si 'on suppose qu’'il n'y a aucun processus de création ou
d'annihilation de particules, la conservation de la matiere implique

d on*(x,t 0*n*(x,t
&N(t) = Gentrant = (rgt ) =D (9:22 )

On obtient ['équation de diffusion a une dimension.

Approche générale - Ce résultat se généralise pour une géomeétrie
quelconque en manipulant les deux équations locales :

In = —Dgradn* e ey O
. n * D =
{ divie + % _ 0 = div(Dgradn*) 5
Si le coefficient de diffusion est uniforme il vient
on* )
= DAn*  Q (4.2)

Cette EDP d’'ordre deux est dite équation de diffusion. On montre que
le probléme mathématique que constitue 'équation de diffusion (4.2)
assortie d'une condition initiale et de conditions aux limites spatiales,
admet une unique solution! En d’autres termes, si une fonction vérifie
'équation de diffusion tout en étant compatible avec les conditions
aux limites, alors c’est la solution.

Par ailleurs, on remarque que contrairement a l'équation d’onde (% =
c2Af), cette équation brise la symétrie t — —t. Elle traduit donc un

phénomeéne irréversible.

Cas particulier du régime stationnaire — En régime stationnaire, la
densité moléculaire ne dépend plus du temps : dn* /0t = 0. Dans ce
cas, l'équation de diffusion devient

An* =0

La densité de particules n*(z, y, z) vérifie alors I'équation de Laplace.
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La loi phénoménologique de Fick s'applique aussi bien aux solides
(diffusion d'impuretés dans les solides) que dans les fluides. Cepen-
dant le processus a 'ceuvre est différent. Nous nous concentrons ici
sur le processus de diffusion moléculaires dans les fluides.

Libre parcours moyen

Dans un fluide, les collisions inter-moléculaires sont nécessaires pour
justifier le processus de thermalisation et tous les phénomeénes de
diffusion (thermique et moléculaire).

Par définition, le libre parcours moyen /¢ est la distance moyenne
entre deux collisions successives. Nous proposons de calculer le libre
parcours moyen dans un gaz a partir d'un modéle simpliste : le mo-
dele des spheres dures. Les atomes sont représentés par des spheres
indéformables de rayon r dont la distribution des vitesses est donnée
par la loi de Maxwell-Boltzmann.

La densité est supposée suffisamment faible pour que l'on puisse
négliger les collisions a trois corps. Considérons alors deux atomes
A et B et cherchons la condition pour qu'il y ait collision entre A et
B. Dans le référentiel barycentrique, ces deux atomes se déplacent a
une vitesse relative v, dans deux directions opposées. On appelle b
le parameétre d'impact, c'est-a-dire la distance entre les deux droites
qui portent les vitesses relatives des deux atomes. Il y aura collision
si b < 2r. Autrement dit, si la trajectoire de B passe par le disque
centré en A d'aire ¢ = 4xr?, il y aura collision. L'aire o est appelée
section efficace de collision.

Suivons 'atome A au fil de ses nombreuses collisions. Il décrit une
ligne brisée (une marche aléatoire), dont chaque troncon rectiligne
mesure v, At, ol At; est la durée entre la (« — 1)éme collision et la
suivante. Le volume balayé par le disque discuté ci-dessus pendant
la durée ¢ vaut

V, = O'Z’UiAti = o, t

ol v, désigne la vitesse relative moyenne*. Le nombre N, de colli-
sions pendant la durée ¢ correspond aussi au nombre d'atomes que
l'on trouve dans le volume V,. En supposant la densité volumique n*
uniforme, on trouve

N, =n*o7,t

Ainsi la frequence de collisions v, correspondant au nombre de colli-
sions par seconde, vaut

Par ailleurs, le libre parcours moyen est la distance moyenne par-
courue dans le référentiel du laboratoire par l'atome A entre deux
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FIG. 4.4 : Paramétre d'impact.

section o

FIG. 4.5 : Marche aléatoire d’'une molé-
cule dans un gaz.

4 - |l s'agit ici d'une moyenne tem-
porelle. Cependant, I'hypothése ergo-
dique suppose que cette moyenne se
confond avec la moyenne d’ensemble.
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collisions successives. On a donc

v

1
(=7— = _
V. Mnrov,
Or, on montre que la vitesse relative moyenne est reliée simplement
a la vitesse moyenne par la relation 7; = /2o de sorte que l'on re-
tiendra

1 o)
f=— et y=- ©Q (4.3)
V2n*o C v
Ordres de grandeur — Dans un gaz parfait il vient
N p kT
n* = — = —— — g e
Vo kgT V20D

Le libre parcours moyen augmente quand la pression diminue. Dans
les conditions normales de pression et de température (T = 300K et
p = 10° Pa) et en prenant » = 10719 m, on obtient

£~200nm et y.~2-10°collisions.s™

On note que dans un gaz peu dense, le libre parcours moyen est trés
grand devant la distance inter-atomique d = (V/N)'/3 ~ 3nm.

Dans un liquide, la densité comme le libre parcours moyen sont quasi-
indépendants de la pression et de la température. Pour l'eau par
exemple on a £ ~ 1071 m ce qui est comparable a la taille des mo-
lécules. Bien que la formule 4.3 ne soit valable que pour les milieux
peu denses, on peut conclure que dans un liquide les molécules se
déplacent trés peu entre deux collisions.

Dans un gaz constitué de deux types de molécules A et B assimilables a
des sphéres de rayon r, et r, et de masse m; et m,, on rencontre deux
types de collisions suivant que les molécules qui s'entrechoquent sont
identiques ou pas. Considérons le cas important d'un gaz contenant beau-
coup moins de B que de A de telle sorte que les molécules B rencontrent
essentiellement des molécules A. Dans ce cas, la section efficace s'écrit

o =m(r, +ry)?

On montre que la vitesse relative moyenne entre A et Bvaut o, = ,/S%T

avec p = ™2 |3 masse réduite. Ainsi on a o, = ,/%vj et le libre

my+mog’

parcours moyen de B dans le gaz s'écrit

Uy 1 m

Modéle de marche aléatoire

La marche aléatoire est un modeéle de base pour décrire les phéno-
meénes de transport a I'échelle microscopique. On fait les hypothéses
simplificatrices suivantes :
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» le mouvement de chaque particule est indépendant de celui
des autres;

» Suite aux collisions, les particules changent de direction de fa-
con aléatoire toutes les 7 secondes ceci indépendamment des
directions précédentes (perte de mémoire).

Pour simplifier notre propos limitons nous a un espace a deux di-
mensions, l'extension a trois dimensions ne posant pas de probléme.
Si l'on note (z,, y,) les coordonnées du point apres k déplacements,
alors le (k+1)-éme pas est tel que :

Ty = Tptow
Yni1 = Ypt0y

ol dz et oy sont des variables aléatoires. Dans ce cas, le chemin par-
couru par la particule est une marche aléatoire a pas indépendants
dont l'allure est représenté sur la figure 4.6.

FIG. 4.6 : Exemples de marche aléatoire. A gauche, marche aléatoire discréte sur réseau carré; a droite, marche aléatoire continue
(cf lanimation sur femto-physique. fr).

On constate que la marche aléatoire ne présente pas de régularité parti-
culiére ni d'isotropie malgré le fait que toutes les directions soient équiva-
lentes. On peut se poser la question simple suivante: la particule va-t-elle
parcourir tout 'espace lorsque le nombre de pas N > 1. Autrement dit,
la probabilité qu'un point de 'espace soit visité tend-t-elle vers 1 lorsque
N — oo? Eh bien oui! Ce n'est pas le cas en dimension 3 mais ¢a l'est en
dimension 2. Et alors ? -me direz vous. Vous ne trouvez pas curieux qu’'une
ligne remplisse tout l'espace? En fait ce n'est pas une ligne «normale »
de dimension 1. On dit qu'il s'agit d'une ligne fractale de dimension 2.

Ce type de processus stochastique donne naissance a l'échelle ma-
croscopique a un phénomeéne de diffusion. Pour nous en convaincre
nous allons considérer une marche aléatoire discréte sur un réseau
carré de maille ¢ (le libre parcours moyen) (FiG. 4.6). La particule saute
d’'un nceud du réseau a un nceud voisin a une fréquence 1/7 ceci de
facon aléatoire, les quatre directions étant équiprobables (p = 1/4).
Appelons P(z,y,t) la probabilité de trouver la particule en (z,y) a
l'instant ¢. La probabilité P(z,y,t+ 1) est donc donnée par le produit
de la probabilité que la particule soit en (z — £,y) a l'instant ¢ et de
la probabilité 1/4 que la particule fasse un pas suivant u,, auquel on
ajoute le produit de la probabilité que la particule soit en (z + £, y)
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5: 0n retrouve la les hypothéses du
modéle continu utilisées en méca-
nigue des fluides.

Nous avons considéré que les parti-
cules effectuent des pas de longueur
¢ constante. En réalité cette longueur
est aléatoire et le résultat précédent
doit étre modifié. On obtient :

2
p- 1€
6 7
ol £2 désigne le carré moyen du libre
parcours entre deux collisions.

a linstant ¢ par la probabilité 1/4 que la particule fasse un pas sui-
vant —u,, etc. On obtient une relation de récurrence dite equation
maitresse du processus :

1 1 1 1
P(.’E,y,t+T> = ZP(CE—E,y,t)+ZP(:E+E,y,t)+ZP(x7y—&t)—kZP(x,y—s—é,t)
(4.4)
Plagons nous dans le cas ou £ et T peuvent étre considérés comme pe-
tits par rapport aux échelles d’observation macroscopique®. On peut
alors écrire

P(z,y,t+71) = P(x,y,t)JrT%Dm
OP 1 ,0°P

En remplacant ces développements dans l'équation (4.4) et en ne
conservant que les termes d’ordre le plus bas, on aboutit a 'équa-
tion aux dérivées partielles

op_p (2P P
ot 4r \ 0z2 = 0Oy?

Qui n'est rien d'autre qu’une équation de diffusion appliquée a la
loi de probabilité. Or pour un nombre important de particules cette
probabilité est proportionnelle a la densité de particules. Ainsi on
retrouve l'équation de diffusion (4.2). En prime on accéde a la valeur
du coefficient de diffusion D = i@ En dimension trois, le méme
raisonnement aboutit a

A retenir

Le coefficient de diffusion d'une particule dans un fluide dépend
directement du libre parcours moyen et de la durée entre deux
collisions. On retiendra la formule qualitative suivante

£2

D~—=1"0
T

Ordre de grandeur — Dans l'air nous avons vu que pour de petites
molécules, £ ~ 200nm et v, ~ 2-10° Hz. Ainsi D ~ 107° m%.s~" ce
que confirme les valeurs du tableau TAB. 4.

Dans l'eau, les molécules d’eau possédent un libre parcours moyen
de l'ordre de 10719 m et une vitesse moyenne de l'ordre de 102 m.s™'
d'oli D~ 108 m?.s7".

Notons que l'intérét de ce modéle est d’ordre qualitatif. Il permet de
prévoir la dépendance du coefficient de diffusion avec la température
et la pression. Par exemple dans le cadre du modéle des sphéres
dures, les molécules d'un gaz possédent un libre parcours moyen qui
varie comme T'/p et une vitesse moyenne qui croit /T de sorte que
D varie comme TVT/p.



4.2 Approche statistique | 51

Diffusion a partir d’'un centre

Supposons que l'on dispose une goutte d’encre sur une surface li-

quide. Cette goutte va se répandre en suivant une loi d'étalement

dite loi de diffusion. On peut tout a fait interpréter ce qui se passe a

l'échelle macroscopique comme le résultat collectif d’'un grand nombre
de marches aléatoires suivies par les molécules d'encre.

FIG. 4.7 : 5 000 particules partant du centre effectuent chacune une marche aléatoire indépendamment des autres (©J.Roussel,
simulation disponible sur femto-physique.fr).

Placons par exemple 5 000 particules au centre d’'un carré de coté L
et filmons 'évolution de ce paquet au cours de leur marche aléatoire.
Le résultat est illustré FIG. 4.7.

On peut constater :

1. Le phénomeéne est isotrope : on voit clairement que l'étalement
ne suit pas une direction particuliére mais toutes les directions.
Lisotropie du processus se révéle macroscopiquement car il
s'agit d'une propriété statistique.

2. Lavitesse d'étalement diminue au cours du temps. Le processus
d’étalement évolue comme +/t ce qui est caractéristique d'un
phénoméne de diffusion.

Cherchons a déterminer la loi d'étalement du paquet de particules a
'aide du modéle de la marche aléatoire discutée ci-dessus. Considé-
rons une particule P dont la position aprés k collisions est notée P,.
Le déplacement issu de la k-éme collision est une quantité aléatoire
mais de norme constante que l'on note ¢ :

—

l, = Pr 1Py avec 1] = ¢

Aprés N collisions, la particule se trouve en Py telle que
—_— N —_
OPy = 4
k=1

Cherchant a décrire le comportement collectif du paquet de parti-
cules nous nous intéressons tout d’abord au barycentre B du nuage
de particules. Or, si le nombre de particules est trés grand, le bary-
centre correspond a la position moyenne des particules (moyenne
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d’ensemble)

N
OB=0Py =) ¢
k=1

Etant donné que les quatre (six en 3d) directions sont équiprobables,
ona
= 1_, 1_, 1_, 1
ékzzux—zuerZuy—Z
Ainsi, OB = 0: le barycentre reste en O. En d’autres termes, il n'y a pas
de mouvement d’ensemble et donc pas de convection ce qui est tout
a fait cohérent avec le fait qu'aucune direction n'est privilégiée. Le
paquet va donc s'étaler de facon isotrope a partir de O. Intéressons
nous au rayon caractéristique du paquet de particules. Il serait as-
sez naturel d’exprimer la distance moyenne OP, mais le calcul n'est
pas simple et il est préférable de calculer la distance quadratique

moyenne

uy:()

On a

N 2
o~ (S5) T G-Tar TG
k=1 k.j k

=

Rappelons que dans notre modéle de marche aléatoire, chaque pas
est indépendant des pas précédents de sorte que

L L-5-T-0

J

Parailleurs,ona ¢ = ¢2. Finalement, la distance quadratique moyenne

vaut
Ry = VN2

Si l'on se souvient que la durée de chaque déplacement vaut 7, a
l'instant ¢ chaque particule aura subit N = ¢/7 collisions. On peut
donc exprimer l'évolution temporelle de la dimension du nuage de

particules :
152

On retrouve la loi d’étalement en +/%. Par ailleurs, on a montré que
D = /67 en 3d de sorte que on a la loi de diffusion

en3d R(t) = V6Dt
en2d R(t) = V4Dt Q (4.5)
enld R(t) = V2Dt

La FIG. 4.8 met en évidence cette loi : Elle consiste a simuler, dans un
espace a deux dimensions, le mouvement aléatoire de 1 000 parti-
cules, initialement situées en 0. A chaque pas on calcule la distance
quadratique moyenne puis on trace le graphe R? = f(N)

Notez que dans cette simulation, les particules ne peuvent pas quit-
ter le cadre ce qui génére des «effets de bord». En effet, si l'on at-
tend suffisamment longtemps, les particules se répartissent de facon
homogéne dans le cadre. On peut calculer R? dans ce cas, en postu-



loi de diffusion

lant que toutes les positions sont équiprobables : si l'on appelle L
'aréte du carré, la probabilité d'étre en (z,y) a (dz,dy) prés vaut
dP =1/L? dzdy, d'ou

ﬁ:/deP:%/xzdxdy:

Le méme calcul pour y donne le méme résultat de sorte que

L2

12

_ L?
R%ax =12 +y?=—

6

Ainsi on prévoit, comme le montre la simulation, que R? croit linéai-
rement au cours du temps, puis s'inflechit pour tendre vers la va-
leur maximale L?/6, lorsque les premiéres particules atteignent les
bords.

Quel est l'ordre de grandeur du temps qu’il faut pour qu’un par-
fum emplisse de facon uniforme un piéce de 3 x 3 x 3 m®?

Rép. L'étalement suit la loi R?2 = 6Dt de telle sorte que la durée

(L/2)?
6D

T =

donne un ordre de grandeur du temps de diffusion. Ici L = 3 met D ~

10~°m?s~". On trouve
7~ 10H

Le phénomeéne de diffusion est extrémement lent. En réalité la convection
accélére le phénomene.

La formule d’Einstein

En 1905 Albert Einstein publie dans Annalen der physik un article inti-
tulé Sur le mouvement de petites particules en suspension dans des
liquides au repos requis par la théorie cinétique moléculaire de la cha-
leur dans lequel il cherche a tester la théorie cinétique moléculaire
de la chaleur sur le mouvement brownien. Il montre que si 'on admet
gu’une particule en suspension est le siége de nombreuses collisions
de la part des hypothétiques molécules de liquide, il est alors pos-
sible de déterminer le nombre d’Avogadro uniquement en vérifiant
que le mouvement brownien est régit par la loi de diffusion

RT

D= —
6mnaN,

22 = 2Dt avec
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FIG. 4.8 : Diffusion de 1 000 particules
browniennes (©).Roussel, disponible
sur femto-physique.fr)

Le mouvement brownien

Le mouvement brownien fut deé-
couvert en 1827 par le botaniste
anglais R. Brown. Observant au mi-
croscope des grains de pollen en
suspension dans l'eau, il constata
un mouvement permanent et erra-
tique. Ses travaux permirent de re-
jeter 'hypothése d'une explication
biologique en faveur d'une expli-
cation physique. Il élimina égale-
ment I'hypothése de courants de
convection entretenus par l'éclai-
rage du microscope mais ne par-
vint pas a donner une explica-
tion satisfaisante a ce mouvement
perpétuel. Ce n'est qu'a la fin du
19¢siécle que les physiciens ont
commencé a s'intéresser sérieuse-
ment a la question et a soupgon-
ner une origine atomique. Einstein,
Smoluchowski et Sutherland ont
eu le mérite d’en faire la théorie
a partir d'arguments thermodyna-
miques et cinétiques, ce qui per-
mit ensuite a Jean Perrin d'établir
par ses expériences la réalité des
atomes.


https://femto-physique.fr/physique_statistique/diffusion-moleculaire.php
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Relation qui porte le nom de formule d’Einstein®

6 : En fait, par une coincidence re-
marquable, la méme relation fut de-

couverte en Australie pratiquement au N . , . s
moment ofl Einstein effectuait son tra- L€ modéle de Langevin — On se propose d’exposer ici non pas l'ap-

vail de thése! En effet, William Suther-  proche d'Einstein mais plutot celle de Paul Langevin qu'il a publiée
land soumit un article en mars 1905, dans une note aux Comptes Rendus de ['Académie des Sciences en
ou cette relation etait obtenue par- 4908 || considére une particule sphérique de masse m et de rayon a
une méthode similaire. Il serait plus ; L . . .
juste d'appeler cette loi, relation de €N suspension dans un liquide et se mouvant a la vitesse ¢. La masse
Sutherland-Einstein. et le rayon sont supposés grands devant les échelles atomiques. Cette

particule est soumise a une force :
F=—ab+ f(t)

ol le terme —a@ désigne la force moyenne qui tend a freiner la parti-
cule brownienne. On sait d'aprés la loi de Stokes que a = 67na. Quant
a f(t), il désigne une composante aléatoire liée aux collisions avec
les molécules qui maintient la particule en perpétuel mouvement.

—

Par construction f(t) = 0.
Intéressons nous au mouvement suivant « en projetant la seconde
loi de Newton sur Oz :

do .
m dtx = —6mav, + f,(t) avec Vp =T

On obtient ce que les mathématiciens appellent une équation dif-
ferentielle stochastique. Cherchons a déterminer l'évolution tempo-
relle de la quantité x2. Pour cela multiplions ['équation différentielle

par x :
d dzd
Uz _ ot —mu2 = —6maxi+xf,(t)

" dt
puis prenons la moyenne sur un grand ensemble de particules

dzz

m = mu2 — 6mnazi + xf,(t)

D'une part, la particule étant en équilibre thermique avec le liquide,
on a, en vertu du théoréme d'équipartition de 'énergie
1 RT

— 1
5 T = -
" =5 T 9N,

|~

D’autre part, si l'on suppose que x et f, ne sont pas corrélés, on a
zf, =Zf, = 0.Ainsi en moyenne le produit zz vérifie
dex RT 6 —
m—— = ——0mnaxx
i ~ N,
La solution de cette équation différentielle linéaire s'écrit :

— RT m

=" 4 (e t/T avec
v 6mna N, 4

- 6mna

Pour une particule brownienne de taille micrométrique dans un li-
quide, le temps de relaxation 7 est de l'ordre de 1078 s de sorte que
'on peut considérer qu'un régime permanent s'établit quasi-instantanément
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a notre échelle. On a donc

L LA >
xxT = T
6mna Ny

Enfin si lon integre la relation précédente au cours du temps, sachant
que z@ = 1/2d(22)/dt et en supposant z2(0) = 0, on trouve

RT

22 = 2Dt avec D

Que nous dit ce résultat? Eh bien tout simplement que l'observation
de petites sphéres en suspension dans un liquide permet, d'une part
de prouver la nature discontinue de la matiére (le nombre d’Avogadro
est fini) et si l'on connait la viscosité du liquide ainsi que le diamétre
des particules en suspension d’obtenir la valeur du nombre d’Avoga-
dro. En effet, si la matiére est continue, N, — oo et le coefficient de
diffusion D s'annule’. Ainsi la seule vérification que z2 croit comme 7 : On peut montrer que la viscosité

t suffit @ montrer l'existence de l'atome. estune propriété macroscopique indé-
pendante de la nature continue ou dis-

continue de la matiére.
Bien qu’on ait utilisé 'hypothése atomique pour démontrer l'équation
d'état du gaz parfait, cette hypothése n'est pas nécessaire. En effet la re-
lation pV = nRT implique uniquement des grandeurs macroscopiques
indépendantes du caractére continu ou discontinu de la matiére. Notam-
ment le nombre de moles est défini par rapport a la masse : une mole de
12C est la quantité de matiére correspondant a 12 g.

Expérience de Jean Perrin - C'est en 1908 que Jean Perrin et ses étu-
diants réalisent les fameuses expériences sur le mouvement brow-
nien. En observant au microscope des émulsions de gomme-gutte
ou de mastic bien calibrés, il montre la validité de la relation d’Ein-
stein et en prime trouve une valeur du nombre d’Avogadro qu'il es-
time compris entre 5,5.1023 et 8.10%3 (la valeur tabulée actuelle est
de N, = 6,02.10% mol.~"). Jean Perrin requ le prix Nobel en 1926 pour
ses travaux sur le mouvement brownien.

Aujourd’hui, l'existence de l'atome est tellement ancrée dans notre
culture que l'on oublie parfois qu'il n" y a pas si longtemps cette
hypothése était combattue avec acharnement jusqu’a la fin du dix-
neuviéme siécle par de grands savants comme Duhem, Ostwald ou
Mach. Laissons donc Jean Perrin conclure ce chapitre important de
['histoire des idées :

«Lathéorie atomique a triomphé. Nombreux encore na-
gueére, ses adversaires enfin conquis renoncent 'un aprés
lautre aux défiances qui longtemps furent légitimes et
sans doute utiles.» [6] [6] : PERRIN (1913), Les Atomes
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RAPPELS SUR LES PROBABILITES

Lessentiel sur les probabilités pour aborder sereinement le cours de
physique statistique.
Version en ligne

femto-physique.fr/physique_statistique/phystat_complementl.php

A1 Dénombrement

Factorielle

La factorielle de l'entier n est notée n! et vaut
nl=nx(m—1)x(n—2)x..x2x1 avecparconvention 0l=1
n! donne le nombre de permutations de n objets.

Exercice — Combien y-a-t-il de facons de faire 421 avec trois dés?

Rép.31=6

Pour les grands nombres, il est possible d'approcher n! a l'aide de la
formule de Stirling :

n n
n! o~ 27m(—) = Inn! ~ nlnn—n
n—-+00 e n—-+0o00o

Combinaison

Par définition, la combinaison de p parmi n, notée C? vaut

n!

cp— "
" pl(n—p)!

Le nombre C? donne le nombre de facons de prendre p objets parmi
n (lordre des p éléments est sans importance.

Exercice — Quel est le nombre de facons de placer N billes indiscernables
dans g boites?

Rép. Placer N billes dans g boites revient a former g—1 séparations entre les
billes. La question se reformule de la facon suivante : parmi les N + g — 1
objets (séparations + billes) combien y-a-t-il de maniéres d’en choisir N
(billes)? La réponse est alors évidente :

(N+g—1)!

A1 Dénombrement. . . . ..
Factorielle. . . . ... ..
Combinaison . ... ...

A.2 Probabilités . . . ... ..
Généralités . . ... ...
Variable aléatoire
Corrélations. . . ... ..
Somme de variables . . .
Distribution binomiale . .
Distribution de Poisson .
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A.2 Probabilites
Géneéralités

Dans de nombreuses expériences, il estimpossible de connaitre avec
une précision infinie le résultat d’'une mesure. On peut citer diffé-
rentes raisons :

1. On manque d’information sur les conditions initiales du sys-
téme (comme par exemple lors d’un lancé de dés)

2. On manque d'information sur l'interaction du systéme avec l'ex-
térieur. Par exemple, un gaz isolé ne peut pas étre absolument
isolé : le simple vol d’'un moustique perturbe le systéme (force
de gravitation). Certes cette interaction est négligeable du point
de vue des énergies mises en jeu mais peut suffire a rendre le
systéme imprévisible au bout d’un certain temps (horizon de
prédictibilité lié a la sensibilité aux conditions initiales).

3. Le principe d'incertitude d'Heisenberg traduit 'impossibilité in-
trinséque d’obtenir une précision infinie sur l'état (position -
vitesse) d’'une particule.

On utilise alors la notion de probabilité.

Considérons une expérience dont le résultat n'est pas connu par manque
d'information et que l'on peut répéter a l'identique N fois. Supposons
que les résultats possibles fassent parti d'un ensemble d’événements

E = {e),ey,...,¢,}. Si lévénement e; se produit N; fois apres avoir
réalisé N expériences identiques, on dit que 'événement e, se pro-
duit avec une fréequence N,/N. Par définition, la probabilité que 'évé-
nement e, se produise est la limite de la frequence quand le nombre
d'expériences tend vers l'infini :

0<P <1
[ e P
T Nooco N ZPi =1 (normalisation)

(A1)
Lois de composition - La probabilité que 'un des deux événements
e, OU e, Se produisent lors d'une expérience vaut
Ple;Uey) = P+ P, — P(e; Ney)

De telle sorte que pour deux événements qui s'excluent mutuelle-
ment (événements disjoints ou incompatibles) on a

PleyUey)) =P+ P, si e Ne,=1{0} O (A2)
La probabilité que deux événements e, et e, se produisent vaut
P(e; Ney) = Plegley) Pley)

ou P(e,|e,) désigne la probabilité conditionnelle de 'événement e,
sachant e,.



Exercice - Quelle est la probabilité P d'obtenir trois as en tirant trois cartes
d’'un jeu de trente deux cartes?

Rep. Appelons P, la probabilité de tirer un as dans un jeu de 32 cartes, P,
la probabilité de tirer un as dans un jeu de 31 cartes sachant qu'un premier
as a eté tiré et enfin P, la probabilité de tirer un as dans un jeu de 30 cartes
sachant que deux as ont été tirés. D'apres la loi ci-dessus, on a

P =P PP

r P, =4/32 P, =3/31 et P, =2/30,do0 P =
Or, P, = 4/32, P, = 3/31 et P, = 2/30, d'oll P = -

1240

Ainsi, pour deux événements indépendants on a P(e,ley) = P(e;) de
telle sorte que

| Pleyne)=P xP, |© (A3)

Exercice — Quelle est la probabilité P d'obtenir un total de 5 en lancant
deux dés indépendants?

Rép. On appelle e,; l'événement associé au couple (i, j) produit par le lancé
de deux dés et e; 'événement associé au fait de sortir le nombre i aprés le
lancé d'undé.Ona P,; = P,P; = ; X ; = 4. Les événements pour lesquels
le total vaut 5 sont ey, e, €55 €t e,5. Ces quatre événements étant disjoints,
ona

1
P:PI1+P'11+P23+R32:4><%:1/9

Enfin, si on connait la probabilité d'un événement, on connait alors
la probabilité associée a 'événement complémentaire :

. P(Ce)=1-P, | © (A4)

Variable aléatoire

On peut associer a un ensemble d'événements distincts des valeurs
distinctes d'une variable aléatoire réelle z : E + R : ¢; > x;. Par
définition on notera

P, = Pz =)
'ensemble (z, P(x)) constitue la loi de probabilité et se représente
a l'aide d'un histogramme.

En physique, on a rarement accés a la loi de probabilité mais a des
grandeurs qui sont liés a deux propriétés : la moyenne et ['écart-

type.

Moyenne — Par définition, la moyenne (ou espérance) de la variable
aléatoire z est notée T et vaut

_ def
T = ZPZXQUZ
i

De la méme maniére, la moyenne d'une fonction de la variable aléa-
toire x vaut

F@) €37 P x flay)

A.2 Probabilités
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Ecart-type - On quantifie la dispersion des tirages de x autour de
la moyenne par l'écart-type o,. Lécart-type est la racine carré de la

variance V(z) = (z — )2 = 22 — T :

o, ¥ Vo) =\ =V -7

Corrélations

Soient deux variables aléatoires z et y. La probabilité pour que z = z;
ety =y, vaut
P(z; ety;) = Py;) x P(z,]y;)

ou P(x,ly;) désigne la probabilité conditionnelle pour que = = ;
sachant que y = y;

Variables indépendantes - Lorsque les variables sont indépendantes,
P(x;|ly;) = P(x;). Comme conséquence on a par exemple

7y =Y Pla)Ply)ry; = Y Pla)e; ) Ply)y; =77
iJ - ;
On dit alors que les variables = et y ne sont pas corrélées.

Exemple

Dans un gaz parfait, les particules étant indépendantes on peut affirmer
que les vitesses de deux particules ne sont pas corrélées et donc que

v; - v; = v; - v; = 0 par isotropie.

Variables corrélées - Lorsque 7y #+ z.7 on dit que les variables sont
corrélées. Pour mesurer le degré de corrélation, on définit la cova-
riance :

Ua:y =Y —f?

Exemple : interférences lumineuses

Sil'on recoit sur un écran la lumiére produite par deux sources, on obtient,
en un point de l'écran une onde lumineuse d'amplitude complexe ¥ =
U, + W, et donc un éclairement & = WU+ (il s'agit ici d’'une moyenne
temporelle opérée par le détecteur). On obtient donc

E=E +&+T0,05 + T, 07

Supposons que chaque source envoie des trains d’'onde dont la phase
varie de facon aléatoire sur une durée 7 trés petite devant le temps de
réponse du détecteur. On peut donc écrire ¥ = Aeiv = A(COS p+isin @) =
0 de telle sorte que :

» Si les sources sont indépendantes, & = &, + &, et il n'y a pas de
phénomeéne d'interférence.

» Si les sources sont corrélées, ¥,.¥5 # 0 et ily a un phénomeéne
d’interférence.

Une figure d'interférence est donc la mesure d'une corrélation entre deux
ou plusieurs sources qui seront alors dites cohérentes.



Somme de variables aléatoires

On est souvent confronté en physique statistique a des grandeurs
qui résultent d'une somme de variables aléatoires microscopiques.
Citons par exemple, l'énergie interne d'un gaz, l'aimantation d’un ai-
mant, le déplacement d’'un grain de pollen en suspension (mouve-
ment brownien) etc.

Considérons donc

€Ty

N
S =
1=1
ou les z; sont des variables aléatoires. S est donc aussi une variable
aléatoire pour laquelle on peut définir une loi de probabilité P(S5),
a priori nécessaire au calcul des grandeurs moyennes. Cependant, si
les variables sont indépendantes, il suffit de connaitre les lois de
probabilité des z,. Par exemple, calculons la valeur moyenne S et

['écart-type og pour s'en convaincre.

S:Zzi:ixi v (A5)

(2

car l'opération de moyenne est linéaire. Notons que cette relation est
valide méme si les variables sont dépendantes.
2

Le calcul de la variance donne

%]

—

Il
—

?

D'une part,

N R—
% § ]
i=1 i+

Z”Ci%‘ =
iJ
D'autre part,
N 2 N
__ _9 _
(Zx = T+ ) T,
i=1 i=1 i+j
Finalement, la variance de S est la somme des variances et des cova-
riances :
V(S) - ZU?‘Z + Z U%‘%‘
i i#j
On retiendra le cas particulier des variables indépendantes de méme
moyenne et de méme écart-type :

A retenir

Si S est la somme de N variables aléatoires indépendantes de
moyenne 7 et d'écart-type o on a:

S = Nz
Og = \/NU

La variable S posséde donc une dispersion relative qui tend vers

A.2 Probabilités
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Tirages de S =3, x; avec N = 10

tirage n°

0 20 40 60 80 100
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0 quand N — oo (si Z # 0)

%S = 2] — 0 (loi des grands nombres)

\/ﬁ N—+o00

La FiG. Al illustre la loi des grands nombres. On tire N fois une va-
riable aléatoire z = {0; 1} a deux états équiprobables, puis on somme
les valeurs. Observez la décroissance de la dispersion relative lorsque
N augmente.

Tirages de S =3~ x; avec N = 100 Tirages de S =3, x; avec N = 1000
100 1,000
80 1 800 +
60 600 |
ST S
40 400 |
20 1 200 |

0 t t t t d 0 t t t t d
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
tirage n° tirage n°

FIG. A1 : Tirage de 100 valeurs de la variable aléatoire Zi]\il x; avec N = 10, 100 et 1000.

Théoréeme de la limite centrale — On dit qu'une variable z suit une loi
gaussienne ou normale lorsque la loi de probabilité s'écrit

1 (z—%)2

e 202

P(z) = G

Théoreme central limite

Lasomme S de N variables aléatoires indépendantes de moyenne
etvariance finies suit une loi de probabilité qui tend, lorsque N —
oo, vers une distribution gaussienne de moyenne S et d'écart-type
Us.

Ce théoréme explique 'omniprésence de la loi gaussienne dans la
nature : de nombreux phénomeénes sont dus a l'addition d'un grand
nombre de petites perturbations aléatoires (cf FIG. A.2).

Distribution binomiale

Considérons un jeu de pile ou face et notons

robabilité que pile sorte
{p P quep " avec pHqg=1

g probabilité que face sorte.

On joue N fois a “pile ou face” et 'on cherche la probabilité P(n, N)
que pile sorte n fois. La probabilité de sortir n fois de suite “pile” puis
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1 7(3:—@)2
p(x) = U\/ﬂe 202 Distribution binomiale de paramétre N = 20 etp = 0.4
0,40 1 o Distribution binomiale
0,20 | —— Approximation gaussienne
0,30 |
0,15 d/
0,20 +
0,10
20
0,10 0,05
9 0 9 4 6 0 5 10 15 20
S

FIG. A.2 : Théoréme de la limite centrale : a gauche l'allure d'une gaussienne - a droite, lillustration du théoréme de la limite
centrale sur l'exemple de la distribution binomiale.

de sortir N —n fois de suite “face " vaut p"¢¥=". Orily a C% facons de
sortir n “pile” parmi les NV lancés. Ainsi, la loi de distribution s'écrit

N!

P(n, N) = n!(N;n)!p

ngV=r | (A.6)

On dit alors que n suit la loi binomiale (ou de Bernoulli) de para-
métres N et p.

Exercice —1000 personnes choisissent un nombre entier entre 1et 100. Quel
est la probabilité P pour qu’au moins deux personnes ait choisi le nombre
357

Rép. Notons P’ la probabilité de 'événement complémentaire a savoir celle
pour que 35 soit choisi par une personne au plus : P* = P(0,1000) +
P(1,1000) avec p = 1/100 et ¢ = 99/100. Ainsi

P/ _ p[Jql(l()() + looopq!)!)i) — 1 8.10 4 = P — ()() ()5%

Onabien )’ P(n,N)=1puisque

N
Z CLpgN T = (p+ )N =1 (A7)
n=0

Le nombre moyen . se calcule comme suit

N N
n= ZnP(n, N) = Zan{,p”qN—"
n=0 n=0
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Or en dérivant par rapport a p la relation (A.7) on obtient

23, Crpmd™ = Zp+o~
Zn nCIT\L/vpnfqufn — N(p_|_q>N71
% >, nCrpmgN " = N

On reconnait dans le terme de gauche, i/p d’ou

n=Np © (A.8)

Distribution de Poisson

La loi de Poisson est bien adaptée aux événements aléatoires et rares.
On peut obtenir cette loi en considérant la distribution binomiale
avec n < N grand et p trés petit tout en gardantm = Np <« N fini
non nul. Dans ce cas, on peut remplacer C%, par

N(N-1)(N-2)(N—n+1) N
n! T ol

Ch = ar n<KN

De plus, on a
IngV=" =In(1—p)¥N"" = (N-n)In(1-p) ~ —Np car p<kK1l et nKN

Finalement la loi tend vers

n

Py (n) = me—* avec A=mn

La probabilité qu'un lapin soit albinos vaut p = 1/1000. Quelle
est la probabilité P(3) de trouver 3 lapins dans un groupe de 1000 lapins.

Rep.ici A =1 et donc P,(3) = %e*] ~ 6%

La loi de Poisson décrit bien les phénomeénes de comptage lorsque

» la probabilité de détection est proportionnelle a la durée 4t et
vaut 24t.

» La détection a l'instant ¢ est indépendante des détections anté-
rieures.

» La probabilité d'une double détection pendant la durée &t est
négligeable (ce qui suppose 7 > 6t)

Dans ce cas, la probabilité de détecter n événement vaut alors

P(n) = L/n?ne*t”



APPROXIMATION DE
MAXWELL-BOLTZMANN

Nous constatons tous les jours que, dans les conditions ordinaires, B Fermions et bosons . . . 67

les lois sur les gaz moléculaires ne dépendent pas de la nature (bo-  B.2 Approximation de Maxwell-
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B.1 Fermions et bosons

La mécanique quantique nous enseigne que l'on ne peut pas distin-
guer les particules d'un systéeme de N particules identiques occupant
des états délocalisés. On dit que les particules sont indiscernables.

On rencontre notamment cette situation lors de ['étude :

» des états de translation dans un gaz moléculaire (théorie du
gaz parfait);

» des états de translation dans un fluide d’électrons de conduc-
tion (théorie du métal);

» des états associés a un gaz de photon (théorie du rayonnement
du corps noir).

De cette indiscernabilité il découle que l'état du systéme n’est pas
changé si'on permute deux particules. Ainsi la fonction d’'onde ¥(77, ..., 7y)
du systéme vérifie la propriété suivante :

—

. . N2 —, . N
’\I/(rl,...,ri,...,rj,...rN)’ = “Il(rl,...,rj,...,ri,...rN)

‘2
Deux cas se présentent alors :

1. La fonction d’onde est anti-symétrique vis a vis d'une permuta-
tion :

\If(ﬁ 7707.7 ,,,777.7 7@) = _QJ(r_l’,,,’Fj’ ,.,’FZ.’ ,m) 1: En hommage a ‘Eprico Fermi (.19017
1954). En 1926, Fermi énonce les lois de

Les particules ayant cette propriété sont appelés fermions'. la mecanique statistique guantique,
connues sous le nom de statistique de

2. La fonction d'onde est symétrique vis a vis d’'une permutation:  grmi
U (T ey Ty ooy Ty ooy T) = O (s Ty ooy Ty oo TN 2: En hommage au mathématicien et

[N VR VAN .. L
physicien indien Satyendranath Bose

Les particules ayant cette propriété sont appelés bosons?. (1894-1974).

Dans la nature les particules sont, soit des fermions, soit des bosons.
Tout dépend de leur spin.
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3 : Wolfgang Pauli (1900-1958) est
un physicien suisse d'origine autri-
chienne. En travaillant sur l'effet Zee-
man, il fut amené a énoncer le prin-
cipe d’exclusion (1925) qui reste sa plus
grande contribution au progrés de la
physique atomique, lui valant le prix
Nobel en 1945. Par ailleurs, il préedit
'existence du neutrino.

4 . Prévu théoriquement par Bose et
Einstein en 1925, ce phénoméne fut
mis en évidence expérimentalement
en 1995 avec des atomes de rubidium,
par 'équipe américaine de Eric Cornell
et Carl Wieman qui fut récompensée
par un prix Nobel en 2001.

Lorsqu'une particule posséde un spin demi-entier, il s'agit d'un fer-
mion. On peut citer comme exemples, l'électron (S = 1/2), le proton
(S = 1/2), le neutron (S = 1/2), latome d’hélium 3He (S = 1/2), etc.
Les fermions obéissent au principe d’exclusion de Pauli®

Principe d’exclusion de Pauli

Deux fermions identiques ne peuvent étre dans le méme état quan-
tique.

Lorsqu'une particule posséde un spin entier, il s'agit d'un boson. C'est
le cas par exemple, du photon (S = 1), de l'atome d’helium 4He (S =
0), du boson de Higgs (S = 0), etc. Les bosons ne sont pas soumis
au principe d’exclusion de Pauli et peuvent donc occuper le méme
état.

B.2 Approximation de Maxwell-Boltzmann

Considérons un gaz de N particules identiques et indépendantes dé-
localisées dans un volume V. Rigoureusement, un gaz de bosons n'a
pas le méme comportement qu'un gaz de fermions. Par exemple, si
'on abaisse la température d'un systéme de bosons identiques et in-
dépendants, ceux ci pourront s'agglutiner sur le niveau fondamental
alors que les électrons ne le pourront pas. Ce phénoméne de conden-
sation collective propre aux bosons est appelé condensation de Bose-
Einstein® et explique le phénomeéne de superfluidité. Cette différence
fondamentale entre fermions et bosons peut étre négligée dans cer-
taines conditions. En effet, a haute température et basse pression,
la probabilité que deux particules occupent le méme état est négli-
geable. Le principe de Pauli se trouve alors respecté de facto, aussi
bien pour les bosons que pour les fermions. Dans ces conditions,
dites classiques, les deux comportements tendent vers un comporte-
ment limite commun que 'on décrit par l'approximation de Maxwell-
Boltzmann.

Dans ce cadre approximatif qui consiste a négliger la probabilité que
deux particules occupent le méme état, la fonction de partition Z du
systéme s'exprime simplement a l'aide de la fonction de partition in-
dividuelle z et N. En effet, notons e, les niveaux d'énergie (que nous
supposerons non dégénérés pour simplifier) et n, le nombre de par-
ticules sur le niveau ¢;. On a bien sir

N = Z n; et E{m}:Zniei

niveaux
ou {n,} représente une configuration {n; ny, ...}.

» Si les particules sont discernables, il existe de nombreux états
differents qui correspondent a la méme configuration {n;}. Par
exemple, si l'on permute les particules, les états sont différents
mais l'énergie ne change pas. Posons wyi..({n;}), le nombre de
facons de placer n; particules discernables sur le niveau e, n,
sur ey, etc. Tout d'abord, il y a N fagons de choisir la premiére
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particule que l'onva placer sur le niveau ¢,. Ensuite, il nous reste
(N —1) fagons d’en choisir une deuxiéme etc. A la fin, on trouve
N!facons de disposer les particules sur les niveaux. Cependant,
lorsque 'on permute les particules d’'un méme niveau cela ne
change pas l'état du systeme. Il faut donc diviser par n;!, ceci
pour tous les niveaux, pour obtenir le nombre d’états différents.
On trouve donc

N!
nqngn,!
1nglngl..

wyisc({ni}) =
états difféerents correspondant a une configuration {n;}. Ainsi
la fonction de partition, dans le cas discernable peut s'écrire

_ NI a5 e
Zgise = Y waisc({n;}) e PP =3~ ¢ P
{ni} {n;} tLi "

» Si les particules sont indiscernables, toute permutation laisse
invariant U'état du systéme. Autrement dit, wj,gisc ({n;}) = 1. Par

conséquent,
Zindisc = Z e Frime
{ni}

Dans le cadre de l'approximation de Maxwell-Boltzmann, la probabi-
lité que deux particules occupent le méme état est négligeable, de
sorte que tous les n; valent 0 ou 1. On a donc

Zisc = Z Nlefximc et Zindisc = Z e BLime
{n;} {n;}

soit,
Zgisc = N!Zindisc

Par ailleurs, on sait®> que la fonction de partition d'un systéme de
N particules indépendantes, identiques et discernables, vaut Zy,,. =
2N, avec z la fonction de partition particulaire. Finalement, la fonction
de partition de N particules indépendantes et indiscernables s'écrit,
dans l'approximation de Maxwell-Boltzmann

1
Zindisc = N 2N 0 (B1)

B.3 Validité de l'approximation classique

Cherchons a quelle condition 'approximation de Maxwell-Boltzmann
est valide. Pour cela, traitons l'exemple simple d'un gaz de N = 2
particules indiscernables indépendantes enfermées dans une boite
de volume V a la température T et calculons la fonction de partition
selon que les particules sont des bosons ou fermions. On note ¢;
les niveaux d'énergie et E;; l'énergie du gaz lorsqu’une particule se
trouve sur le niveau ¢; et l'autre sur le niveau e;.

5: Voir 2.3.
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Cas d’un gaz de 2 bosons

L'énergie du systéeme vaut E;; = ¢; +¢; lorsque i # j et E;; = 2¢;
lorsque les deux bosons occupent le méme niveau. On a donc

ZB:ZEQ Bleite;) +Ze—2567 —Z 216 Bei w @~ ﬁe7+ze—2ﬁe

ij#i ij#i

le facteur % permet de tenir compte de lindiscernabilité (permuter
les deux bosons ne change pas l'état du systéme). De plus, si l'on
utilise lidentite 32, @; 3° a; = 32, ., @2, + 35, «7, on obtient

Zy == [22(B,V) +2(28,V)] avec z(8,V)=) e

i

L\J\r—'

Cas d’'un gaz de 2 fermions

Ici, l'énergie du systeme s'écrit E = ¢; + ¢; avec i # j puisque les
fermions ne peuvent pas occuper le méme état (on suppose toujours
pour simplifier qu’il y a un état par niveau). La fonction de partition
vaut alors

Z; = Z %e*ﬁei x e P = %Z e x Z e he — %Z e—28¢
i,jF#% ' ) 7 o

Autrement dit

Zp = 5 [22(B,V) — 2(2B, V)]

l\D\’—‘

Conclusion

D’aprés la formule (B.1), lapproximation classique donne

Zws = 5; 1% %(8,V)
On voit sur cet exemple que Z; et Zg tendent vers Zyg Si
2(28,V) < 22(B,V) (B.2)

On a déja montré que la fonction de partition d'une particule enfer-
mée dans une boite de volume V, vaut

2V |4
z= (27rkaT)3 — = —
h3 )\fh

ou Ay est la longueur d'onde thermique de De Broglie.

_ h
T /2mmkgT
Ainsi, la condition de validité (B.2) équivaut a

|4 V2 .
€ — soit Ay < V3

22 A

Ce résultat se généralise pour un gaz de N particules. On montre
qu'il faut alors remplacer V par le volume rapporté au nombre de
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particules :

v 1/3
— =d B.3
Aip K <N> Q (B.3)
ou d représente la distance inter-particules. En d'autres termes, les
effets quantiques interviennent lorsque la longueur d’onde de De
Broglie devient comparable ou supérieur a la distance moyenne qui
sépare les particules.

Etudions quelques cas.

» Pour un fluide d'électrons libres dans un cristal de cuivre (a
300K), on a Ay, ~ 1nm etd ~ 0,1nm (maille du réseau). La
condition (B.3) n'est pas remplie. Les effets quantiques sont
donc importants.

» Pour un gaz parfait d'Hélium 4, on a:

- 2 300K sous 1 bar, d ~ 1nm et \;, ~ 10~ m. Les effets
quantiques sont donc négligeables et l'approximation de
Maxwell-Boltzmann suffisante.

- En revanche, a 1K et sous 1 bar on obtient d ~ 1079m
et Ay, ~ 1 nm. Les effets quantiques sont prépondérants a
trés basse température.

En conclusion, on retiendra que pour un gaz moléculaire, si la tem-
pérature est supérieure a quelques dizaines de kelvin, les effets quan-
tiques sont négligeables. Le caractére fermionique ou bosonique n'est
visible qu'aux basses températures. En revanche, pour un fluide d'élec-
trons, de part la faible masse de l'électron, le caractére quantique est
primordial méme aux températures ambiantes. La loi du gaz parfait
est alors inopérante.
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C.1 Position du probleme

Rappels sur la fonction de partition électronique

Les propriétés thermodynamiques d'un systéme en équilibre avec un
thermostat de température T sont entiérement déterminées par la
fonction de partition Z qui intervient dans la loi de distribution de

Boltzmann :
Q(En) — 1 - -
P,==me BE, avec fB= T et kg =1,38.10"2% )K"

Dans cette loi, P, désigne la probabilité de trouver le systéme avec
une énergie E,, et Q(E,) le nombre de micro-états correspondant
a cette énergie. Pour un systéme macroscopique, la fonction Q(E,,)
croit en général extrémement vite alors que la fonction e #Fx décroit
trés rapidement, de sorte que P, est une fonction trés piquée autour
d’une valeur moyenne de l'énergie.

La fonction de partition Z s'obtient a partir de la condition de nor-
malisation de la loi de probabilité. On trouve

Z =Y QE,)e " En

ol 'on somme sur les niveaux d'énergie.

Considérons maintenant un gaz parfait de N > 1 molécules indé-
pendantes et indiscernables (états de translations délocalisés). Dans
I'hypothése ol les différents degrés de liberté (translation, rotation,
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vibration, états électroniques) sont indépendants, on peut mettre la
fonction de partition d'un gaz parfait moléculaire sous la forme :
N
z
Z = NI avel  z = ZyZrotZyib el

ol z est la fonction de partition associée aux états d'une seule molé-
cule. Ce qui nous préoccupe ici est le calcul de la fonction de partition
électronique :

Zol = o + G187 4 gpeTFe 4

en prenant le niveau fondamental comme origine des énergies et en
notant g,, les dégénérescences des niveaux électroniques d'énergie

€p-

Quel est le probleme?

Pour illustrer la difficulté que souléve le calcul de z,, prenons 'exemple
de 'atome d’hydrogéne. La mécanique quantique nous enseigne que
'énergie de l'électron est quantifiée et dépend d'un nombre quan-
tique via la relation (en prenant l'origine des énergies au niveau fon-
damental)

1
€n = € (1 - —2> avec ¢, =13,60eV et n=1,2,... (C1)
n

€, représente l'eénergie d'ionisation de I'hydrogene. 'analyse quan-
tique montre que chaque niveau d’énergie (fixée par n) posséde une
dégéneérescence g, = 2n? (si lon tient compte du spin). Dans ce
contexte, la fonction de partition électronique s'écrit

00
n=1

Le premier terme de la série vaut z,; = 2 et le second vaut zy, =
8e~0:750% qui dépend de la température par l'intermédiaire de g =
1/kgT. Pour fixer les idées, prenons T' = 300K (on peut retenir que
kgT ~ 25meV a température ambiante) : on obtient B¢, ~ 525, soit
Zelp = 5.107171 1 On est naturellement tenté de négliger ce terme ainsi
gue tous les autres devant le premier. Cependant, quand ony regarde
de plus prés, on s'apercoit que la somme ne contient que des termes
positifs qui, de surcroit, ne tendent pas vers zéro quand n — oo (cf.
FiG. C1).

Il est facile de se rendre compte que la série diverge puisque l'on a
Zg| = Z on2eBeo(l=32) 5 Z 20 F% = 0
n=1 n=1

La fonction de partition n’est alors plus définie et le calcul des pro-
priétés thermodynamiques telles que la pression ou ['énergie interne
devient impossible. Certains auteurs n'hésitent pas a parler du pa-
radoxe de la fonction de partition électroniquel7], invoquant que si



Termes de la fonction de partition en fonction de n
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niveau n

ze, = 00, 'atome présente alors une probabilité nulle de se trouver
dans son état fondamental, ce qui est contraire a 'expérience.

Il est clair que l'exemple de I'hydrogéne, bien qu'irréaliste (puisque
'on sait bien que les atomes d’hydrogéne forment des molécules
de di-hydrogéne) n'a été choisi que pour mettre en évidence le pro-
bléme. Cependant, il faut bien avoir a l'esprit que le probléme pointé
ici n'est pas spécifique a 'hydrogéne, mais concerne tous les gaz mo-
léculaires. En effet, une molécule présente toujours des états électro-
niques correspondants a des orbites trés éloignées, que 'on appelle
états de Rydberg, et pour lesquelles la molécule se comporte comme
un ion hydrogénoide. Pour ces états, on trouve des niveaux obéis-
sant a une loi du type (C1) qui méne immanquablement a la méme
divergence de la fonction de partition électronique.

Curieusement, ce probléme n'est que rarement mentionné dans les
cours de physique statistique. On trouve par exemple une allusion
sous la forme d’'un exercice dans [8]. Dans la plupart des ouvrages, on
se contente d'affirmer que seuls les premiers termes de la somme im-
portent, car les facteurs de Boltzmann (e~#¢») deviennent trés vite né-
gligeables aux températures usuelles. Souvent, les premiers niveaux
excités se trouvent a quelques eV du niveau fondamental quand kgT
est de l'ordre de 25 meV, de sorte que l'on utilise 'approximation
suivante :

Zel = 90
Bien que ces arguments soient incorrects sur le plan de la rigueur,

nous allons montrer que cette approximation est effectivement jus-
tifiée, mais non triviale.

C.2 Solution du probleme

Analyse qualitative

Il est clair que le probléme provient du fait qu’il existe un nombre
infini d'états possibles dans un intervalle d'énergie finie.

Revenons un peu sur le modeéle quantique de l'atome d’hydrogéne. La
formule donnant les niveaux d’énergie en fonction du nombre quan-
tique s'obtient en considérant un électron dans le champ attractif
d’un proton ponctuel. Autrement dit, il s'agit d'un électron et d'un

C.2 Solution du probleme | 75

FIG. C1 : Représentation de f(n) =

e (1- L .
2n2e geo(1- ) pour deux tempéra-
tures.

1: On pourrait rétorquer qu'un éve-
nement de probabilité nulle n'est pas
incompatible avec son existence. Par
exemple, si l'on demande a une per-
sonne de donner un nombre réel entre
0 et 1, il peut le faire bien que la pro-
babilité qu'un chiffre sorte est nulle si
tous les nombres entre 0 et 1sont équi-
probables. C'est pourquoi, le terme de
paradoxe est sans doute discutable.
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proton dans une boite de volume infini. Par ailleurs, la mécanique
guantique nous enseigne que le rayon orbital le plus probable, c'est-
a-dire la distance a laquelle la probabilité radiale est maximale, varie
comme n?. Ainsi, les niveaux d'énergie correspondant a des grands
n correspondent aussi a des électrons trés éloignés du noyau. Or, ex-
périmentalement le volume disponible est fini! Nous avons la une
piste intéressante qu’il faut explorer et qui permet de justifier que
le nombre d'états électroniques accessibles est bien fini. La fonction
de partition n’est plus une somme infinie mais bien une somme finie
puisque sinon, a partir d'un certain n, l'électron se retrouverait en
dehors de la boite! Voila un argument suffisant pour affirmer que la
fonction ne diverge plus.

Ceci étant dit, cet argument qualitatif ne suffit pas pour justifier l'ap-
proximation
Zel == Y0

Pour cela, on est bien obligé de quantifier.

Quantifions...

Compte tenu des arguments précédents, le probléme consiste donc a
trouver un critére permettant de connaitre le nombre de termes qu'il
faut considérer d'aprés les contraintes expérimentales qui imposent
un volume fini. Ensuite, on pourra estimer la fonction de partition
électronique.

Considérons la situation usuelle d'un gaz occupant un volume de
l'ordre de 1 m3. Pour simplifier, supposons que l'enceinte qui contient
le gaz est une sphére de rayon R ~ 1 m. D'aprés le modéle de Bohr,
le niveau n correspond a une orbite de rayon

r, =n%a, avec ay=0,5.10"1m

Le volume étant fini, posons que les états accessibles doivent obéir
au critére
r, <R soit n<10%=ng,,

Exprimons la fonction de partition, dorénavant tronquée :

Mmax

Zo = Y 2m? e Peoll=3z) = 9.4 80,7506 1 18e-0:898c0 ¢ 49n2 e~ Fe
n=1

(C2)

On voit que les termes exponentiels tendent trés vite vers e=#¢. On

peut majorer z, en remplacant les facteurs exponentiels par e=%-755¢,
On a alors

nmaX nmax
0<z—2< Z N2 e 07580 — 9 4 =0,758¢ Z o2
n=2 —

On montre facilement (par récurrence par exemple) que la somme



des carrés des entiers vaut

= 1 1 1
S :Zk227n3+7n2—|—*n—1
L

Pour n trés grand, on peut approcher S,, par n3/3 de sorte que

2
0< 2 —2< g"?nax e 0% pour mp, > 1

Pour un gaz 300 K, dans un volume V =~ 1 m?3, on obtient
0< 2o —2<3.107157 soit zy ~2

Seul le premier terme compte donc.

Le lecteur attentif aura remarqué que si le volume disponible aug-
mente, le nombre d'états accessibles augmente également. Prenons
le cas extrémes ol ce volume correspond a celui d'une sphére en-
globant tout l'univers observable, ce qui correspond a un rayon R ~
1026 m. On en déduit n,,, ~ 108 et

0< 2 —2<3107118 dol z, ~2

Comme on peut le constater, lapproximation qui consiste a négliger
les termes correspondant aux niveaux excités dans le calcul de la
fonction de partition électronique est tout a fait justifiée. Pour des
températures ordinaires, la fonction de partition des états électro-
niques s'écrit

Zel = Y90

Que se passe-t-il si 'on chauffe?

L'analyse précédente s'est effectuée pour une température ambiante.
Or, la fonction de partition est une fonction qui croit avec la tempé-
rature. Il est alors légitime de s'interroger sur la validité de l'analyse
a haute température.

Tout d'abord, a trés haute température, lorsque kgT devient compa-
rable a l'énergie d'ionisation ¢,, non seulement les niveaux électro-
niques excités se peuplent de fagon significative mais la probabilité
que l'électron quitte la molécule est tout aussi significative. Ces élec-
trons sont alors délocalisées dans tout le volume de l'enceinte et
le probléme change de nature : on passe d'un gaz moléculaire a un
plasma constitué d'ions, de molécules et d’électrons délocalisées.

Il n'est pas question ici d'étudier le probléme de l'ionisation mais
plutdt de chercher jusqu’a quelle température il est légitime de faire
approximation couramment réalisée lors du calcul de la fonction
de partition électronique. Pour cela revenons sur le cas de l'atome
d’hydrogéne et encadrons la valeur de z,. A partir de la relation (C.2),
on peut écrire

n n,
max _ B max 2
z =Y 2mPe o) S04 S ap2e B oy 3max” €770
n=1 2

C.2 Solution du probléeme
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1010

10710

1020
FIG. C.2 : Encadrement de (zg — 2) 10730 1 1 :
en fonction de la température (échelle 1% 2% 5% 10%
log-log) pour un volume V. ~ 1m3
(nmax = 10°). kgT/eq

Finalement, on peut encadrer la fonction de partition électronique
par

2 2
gnmax3 eiﬁeo < (Zel - 2) < gnmax3 e72560

Si l'on trace le majorant et le minorant en fonction de la température
pour les conditions normales (n,,, = 10°), on trouve la courbe de la
FiG. C.2. On constate que la fonction de partition s'écarte significati-
vement du premier terme g, = 2, lorsque kgT /e, dépasse quelques
%.

Pour l'atome d’hydrogéne (e, = 13,6eV), on trouve que 'approxima-
tion reste valide jusqu’a des températures de l'ordre de 2000 K. Notez
que le phénomeéne d’ionisation n'intervient qu’a partir de 10 000 K.

C.3 Conclusion

Nous avons vu comment la prise en compte de la taille finie du gaz
permet de justifier lapproximation couramment utilisée lors du cal-
cul de la fonction de partition électronique. Cette approximation est
non triviale : on ne peut se passer d'un calcul quantitatif pour l'ex-
pliquer. On peut retenir qu’elle est justifiée jusqu'a des températures
de l'ordre de 1000 K.

Notez qu'il arrive parfois que les premiers niveaux excités soient proches
du niveau fondamental a cause du couplage spin-orbite. Dans ce cas,

le facteur de Boltzmann e #F» n'est pas forcément négligeable de-
vant le premier terme (g,) et on doit le considérer. Pour les mémes rai-
sons que ceux discutés avec l'atome d’hydrogéne, dés que l'on peut
négliger un terme de Boltzmann correspondant a un état excité, tous
les termes suivants sont alors négligeables et on écrira

Zel = 9o + g1 €779



Exemple

Le niveau fondamental du monoxyde d'azote (NO) présente une structure
fine a cause du couplage spin-orhite. Ce niveau se dédouble en deux
sous-niveaux: le niveau fondamental dégénéré 2 fois et le premier niveau
excite dégeneére 4 fois dont l'énergie vaut ¢, /kg = 172 K. Ainsi, la fonction
de partition électronique de la molécule vaut, a température modérée

zg =2+4e7 17T

Les termes correspondants aux autres états excités sont négligés.

C.3 Conclusion
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LE MODELE DE KURAMOTO

Le modéle de Kuramoto est une tentative de description du phéno-
meéne de synchronisation collective dans lequel un ensemble d'oscil-
lateurs en interaction parvient a se synchroniser, en dépit de la dis-
persion des fréquences propres qui caractérise sa population. Comme
nous le verrons, ce modéle révéle des propriétés que l'on rencontre
communément dans l'étude des phénomeénes critiques et des transi-
tions de phase de la matiére condensée.

Version en ligne

https://femto-physique.fr/physique_statistique/
modele-de-kuramoto.php

D.1 Description du modeéle

Les équations maitresses

Considérons un ensemble de N oscillateurs harmoniques de pulsa-
tions propres wy, avec k = 1,..., N. Dans l'hypothése ol chaque oscil-
lateur oscille en toute indépendance, la phase de chacun est donnée
par

0y, = wit + ¢

avec ¢? la phase a l'origine de l'oscillateur. Un moyen commode de se
représenter un oscillateur consiste a imaginer un phaseur’ tournant
a la vitesse angulaire wy, sur le cercle trigonométrique.

Supposons maintenant que chaque oscillateur soit couplé avec tous
les autres par un terme d'interaction, de sorte que la dynamique
s'écrive
0, = wy, + Z K,
J#k
ou K, est le terme de couplage qui résume l'action de l'oscillateur
j sur loscillateur &

Le modéle de Kuramoto[9] suppose que le couplage ne dépend que
du désaccord de phase entre les oscillateurs. De surcroit, il adopte
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FIG. D.1: Phaseur associé a un oscilla-
teur harmonique.

1: On dit aussi vecteur de Fresnel.

FiG. D.2 : Systeme de 3 oscillateurs en
interaction.

[9] : Kuramorto  (1975), «Self-
entrainment of a population of
coupled non-linear oscillators »


https://femto-physique.fr/physique_statistique/modele-de-kuramoto.php
https://femto-physique.fr/physique_statistique/modele-de-kuramoto.php
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FIG. D.3 : Interpretation géométrique
du paramétre d'ordre. A gauche, les 0s-
cillateurs sont dans une phase inco-
hérente, a droite dans une phase syn-
chronisée.

D LE MODELE DE KURAMOTO

un terme de couplage purement sinusoidal. Les N équations qui gou-
vernent ce modéle de Kuramoto sont alors

: K
Hk:warNZSln(Gj—Gk) Vk=1,...,N (D1)
7#k

ol K est la constante de couplage.

Une analyse des équations (D.1) montre que le terme d’interaction
produit bien l'effet recherché. En effet, imaginons qu'a un instant don-
né tous les oscillateurs ont une phase nulle, sauf l'oscillateur & pour
lequel 8, € [0, x]. Dans ce cas, Zj;!:k sin(,—0,) < 0d'ou 0, < w,:los-
cillateur tourne moins vite que s'il n’interagissait pas avec les autres.
Ce ralentissement tend a le rapprocher des autres, d'ol une tendance
a la rotation synchrone.

En fait, il y a une compétition entre le couplage qui tend a mettre au
pas tous les oscillateurs, et le désordre lié a la dispersion des pul-
sations propres. Si la constante de couplage est faible, l'interaction
échoue a faire émerger un ordre cohérent, et les oscillateurs oscil-
lent a une fréquence voisine de leur fréquence propre : c'est la phase
incohérente. En revanche, a partir d'un certain seuil K, un ordre co-
hérent émerge et une partie significative des oscillateurs se synchro-
nisent spontanément. Cette synchronisation collective est d'autant
plus compléte que K est grand.

Parametre d’ordre

Afin de mesurer le degré de cohérence de la population d'oscillateurs,
utilisons le barycentre des phaseurs :

1 N
P=y 2P

J=1

Dans la phase incohérente chaque phaseur se répartit plus ou moins
uniformément le long du cercle trigonométrique de sorte que [p| = 0.
A l'inverse si tous les oscillateurs tournent de facon synchrone, alors
[B| = 1. Ainsi, la norme du vecteur p est une mesure du degré de
cohérence; on l'appelle paramétre d'ordre.

Adoptons la notation complexe qui est plus commode et définissons
le nombre complexe :

1 N .
P= > el =|p|el? (D2)
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Le module de p donne le paramétre d'ordre, et son argument ¢(t)
indique linclinaison du vecteur p a l'instant ¢. Si l'on multiplie la re-
lation (D.2) par e "¢, on aboutit a

. 1 :
i(p—0,) — i(0,—6))
ple!-0n) = 55 3 et
De sorte qu'en prenant la partie imaginaire il vient

Il sino— 6,) = = > sin(6; —6,)
J

Finalement, on peut réinjecter ce résultat dans les équations mai-
tresses (D1), ce qui donne

0, =w, + K|p|sin(p—0,) Vk=1,...,N (D3)
Cette réécriture appelle deux remarques :

» on voit clairement ici que le terme d'interaction cherche a rap-
procher les phases 6, de ¢, ce qui conduit naturellement a une
oscillation collective cohérente;

» par ailleurs, tout se passe comme si chaque oscillateur était
indépendant et couplé a un unique phaseur p, résultat d'un
moyennage : on dit que le modeéle de Kuramoto est une théorie
de champ moyen.

Simulations

Pour rendre compte de la dynamique du modéle, on peut intégrer
les équations différentielles (D.1) par une méthode numérique aprés
avoir initialisé les frequences propres des oscillateurs ainsi que leur

. o ; o 2: C'est-a-dire les valeurs de 9
positions initiales sur le cercle trigonométrique?. Ck

n

MODELE DE KURAMOTO : f =ws + ;sm(ﬁj — 6x) [ Reset |
OSCILLATEURS

. N=310

Y Dispersion des fréquences

SYNCHRONISATION

Y Couplage K =2.3

FIG. D.4 : Simulation interactive disponible a l'adresse : https://femto-physique.fr/simulations/kuramoto_WIDE.
html

La simulation que nous proposons est réalisée en optant pour :
» Une méthode d’intégration numérique simple puisqu'il s'agit de

la méthode d’Euler[10] avec un pas temporel 6t = 1 x 1072 s; ) )
[10] : ROUSSEL (2015), Méthode d’Euler


https://femto-physique.fr/simulations/kuramoto_WIDE.html
https://femto-physique.fr/simulations/kuramoto_WIDE.html
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FiG. D.5: Distribution de Lorentz.

3 : On dit aussi transition du second
ordre.

» Une distribution aléatoire et uniforme des phases initiales;

» une distribution lorentzienne des pulsations propres centrée
surw, = 1rads™! et dont la largeur & mi-hauteur 27 est ajus-
table. Precisement, la probabilité de trouver w;, dans lintervalle
[w, w + dw] est donnée par

_ _ ! v
dP = g(w)dw = P PR R dw

Dans la suite, sur la base de ces simulations, nous dégageons quelques
propriétés de ce modéle a mettre en parallélle avec les transitions de
phase critiques de la physique.

D.2 Phénomeénes critiques

Diagramme de bifurcation

On remarque qu'aprés un certain temps de relaxation, le systéme
adopte une situation d'équilibre au sens thermodynamique : le pa-
ramétre d'ordre se stabilise a une valeur moyenne fonction de la
constante de couplage.

Pour estimer le paramétre d'ordre moyen, on génére n = 10 échan-
tillons de N oscillateurs que l'on fait évoluer suivant la "dynamique
de Kuramoto” pendant 2 x 1036¢, le temps de laisser le systéme at-
teindre son régime d'équilibre. A partir de ces 10 échantillons on cal-
cule le parameétre d'ordre moyen p,, ainsi que son incertitude via les
relations

Z?_ b;
pn =SS et ulpy) =

- 2
avec o — Z(pz Pm)

- n—1

sk
S

Comme on peut le voir sur la FiG. D.6, le paramétre d'ordre reste voi-
sin de zéro tant que la constante de couplage est inférieure a un
certain seuil K, dit couplage critique. Dans cette phase incohérente,
les phaseurs sont répartis quasi uniformément sur le cercle trigono-
métrique.

Au dela du seuil critique, la phase incohérente devient instable et
le paramétre d'ordre croit rapidement suite a 'émergence du phéno-
meéne de synchronisation. Plus 'on s'éloigne du seuil critique et plus
la synchronisation est compléte.

La simulation est limitée a un nombre d’'oscillateurs assez modeste
pour des raisons de temps de calcul numérique. Cependant, dans la
"limite thermodynamique”, c'est-a-dire quand N — oo, on observe un
phénoméne de transition continue? ot le paramétre d’ordre bifurque
a partir d'un seuil critique K, entre un éetat defini par |p| = 0 et un
autre ol |p| > 0. Le couplage critique K, ne dépend que du degré
de désordre, c'est-a-dire de la dispersion des pulsations propres. On
montre que
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Courbe de bifurcation pour N = 3000
Comportement N = «

Dans le cas d'une dispersion lorentzienne des pulsations propres, on
montre que la branche |p| > 0 est donnée par 'équation

K—K,

pI(K > ) =/~

pour N — oo

Le comportement observé rappelle les transitions de phases critiques
de la matiére comme dans la transition para-ferromagnétique. Par
exemple, dans le modeéle d'Ising qui décrit simplement le couplage
ferromagnétique entre NV spins 1, 'état d'aimantation M = 0 de-
vient instable en dessous d'une température critique T, et le sys-
téme adopte spontanément un ordre ferromagnétique partiel d'au-

tant plus complet qu'on s'éloigne de la température critique.

FIG. D.6 : Evolution du paramétre
d’ordre en fonction de la constante de
couplage pour 3000 oscillateurs.

Moy — o0y Metropolis : N = 80 x 80 spins
o, —— Limite thermodynamique N — oo
5 \
3
c
©
‘;E; FIc. D7 : Exemple de transi-
tion continue dans le modéle
- d'Ising. Voir simulation a l'adresse
‘ ‘ = > https://femto-physique.fr/
. kpT : . L
15 2 £Ble 2.5 3 T simulations/ising2D.php.

La FIG. D.7 est inversée par rapport a la FIG. D.6, car dans l'étude des
propriétés de la matiére, le paramétre de controle est en général la
température alors que dans le modéle de Kuramoto c'est le couplage
K qui fait office de paramétre de contréle. On pourrait tout aussi
bien fixer le couplage K et faire varier la dispersion des pulsations
propres* : on obtiendrait dans ce cas un comportement similaire a
celui de la FiG. D.7.

Fluctuations du paramétre d’ordre

Dans 'étude de la transition para-ferromagnétique on sait depuis les
travaux de Pierre Curie que la susceptibilité magnétique diverge au
voisinage du point critique comme 1/|T —T,|. Or, la susceptibilité est
proportionnelle aux fluctuations de l'aimantation, et la divergence au
point critique traduit le fait que ces fluctuations deviennent macro-
scopiques.

4: De la méme maniére que la tempé-
rature est une signature du désordre,
ici c'est la largeur ~ de la lorentzienne
quitraduit le degré de désordre du sys-
téme.


https://femto-physique.fr/simulations/ising2D.php
https://femto-physique.fr/simulations/ising2D.php
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5 : On utilise ici U'hypothése ergo-
dique qui consiste a supposer que
les moyennes obtenues avec n Sys-
témes préparés dans des conditions
initiales différentes coincident avec
les moyennes temporelles obtenues
en suivant le comportement d'un seul
systéme au cours du temps.

FIG. D.8 : Evolution des fluctuations du
paramétre d'ordre en fonction de la
constante de couplage pour 500 os-
cillateurs dont les fréquences suivent
une distribution gaussienne. Mesures
effectuées sur 100 échantillons de 500
oscillateurs aprés un temps de relaxa-
tion T = 20006¢.

[11] : FORRESTER (2015), «Arrays of cou-
pled chemical oscillators »

[12] : TAHER et al. (2019), « Enhancing
power grid synchronization and sta-
bility through time-delayed feedback
control»

De la méme facon dans le modéle de Kuramoto, la dynamique du
paramétre d'ordre présente des fluctuations qui divergent au point
critique. Une maniére de quantifier ces fluctuations consiste a mesu-
rer la quantité

X =N (%) - ®)?)
ou (z) est la moyenne d’ensemble effectuée sur différents échan-
tillons une fois l'état stationnaire atteint>.

Fluctuations du parametre d'ordre pour N = 500

Sur la FiG. D.8, on observe une augmentation importante des fluc-
tuations au voisinage du point critique. Du fait du caractére fini du
nombre d’oscillateurs, ces fluctuations restent fini, mais on peut mon-
trer que lorsque N — oo, x(K.) — oo.

Conclusion

Les outils de la physique statistique peuvent étre mis a profit dans
des contextes qui dépassent le cadre de la physique classique mais
qui embrassent ce que l'on appelle les systemes complexes.

Par exemple, pour le simple phénoméne de synchronisation collec-
tive étudiéici, on le rencontre dans des contextes aussi différents que
celui des oscillateurs chimiques [11], du clignotement lumineux des
lucioles, des murmurations d'étourneaux, des réseaux de jonctions
Josephson, de la stabilité de la fréquence du réseau électrique[12]
etc.

Que ce soit dans des contextes biologiques, sociaux et méme écono-
miques, il existe des tas de situations ou les phénomeénes d'émer-
gence, de transition de phase dynamiques, de structures collectives
peuvent apparaitre. N'en doutons pas, la physique des systémes com-
plexes peut occuper une place centrale, au carrefour de plusieurs dis-
ciplines pour relever les défis du futur, comme le souligne le CNRS :

«Plus de 50% des habitants sur Terre habitent en milieu urbain. Mieux
comprendre la dynamique des villes pourrait permettre de conce-
voir des villes moins énergivores et moins polluantes, et de limi-
ter les phénomeénes de ségrégation sociale. Cette étude concerne
a la fois la dynamique des structures urbaines (évolution des ré-
seaux de rues et de transport, occupation des sols...), les répartitions
socio-économiques des habitants (questions de ségrégation sociale,
mobilité, mouvements de foules, mouvements sociaux, propagation
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d’émeutes) et les questions sanitaires (propagation d’épidémies en
prenant en compte les hétérogénéités des interactions sociales et
des comportements individuels, interaction avec les questions de
mobilité) (..) La encore, la démarche de la physique, combinant ana-
lyse de données empiriques, modélisation, simulation et expérimen-
tation, apporte une expertise pour nourrir la discussion citoyenne et
politique sur les décisions a prendre dans le contexte du changement
climatique et des crises sociales urbaines.» (analyse prospective du
CNRS de 2024)
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Grandeurs physiques et symboles
mathématiques

Constantes physiques définies par le Sl (valeurs exactes)

h Constante de Planck 6,62607015 x 1034 Hz *
c Vitesse de la lumiére dans le vide 299792458 ms—!
Avgg Fréquence hyperfine du 33Cs 9192631770 Hz
e Charge élémentaire 1,602176 634 x 1079 C
kg Constante de Boltzmann 1,380 649 x 10723 J K1
N, Nombre d’Avogadro 6,02214076 x 1023 mol "
R = kgN, Constante des gaz parfaits 8,314462618 ) K1 mol ™"
K Efficacité lumineuse 683 Im w1

Autres constantes physiques

G Constante gravitationnelle 6,67430 x 107 m3 kg ' 572
€ Permittivité diélectrique du vide 8,85418781 x 1072 Fm~!
o Perméabilité magnétique du vide 1,256637062 x 10" Hm~!
Me Masse de l'électron au repos 9,10938370 x 1073 kg
m, Masse du proton au repos 1,672621923 x 10727 kg
my, Masse du neutron au repos 1,674927498 x 102" kg

Grandeurs physiques

¢ Libre parcours moyen (m)

~y Facteur calorimétrique ou exposant adiabatique (sans unité)
h h/2m (J/s)

m Potentiel chimique ())

o Moment dipolaire magnétique (A.m?)

v Fréquence (Hz)

Q Nombre de micro-états (sans unité)

w Vitesse angulaire, pulsation (rad.s™!)

B Champ magnétique (T)

|

o
=

Force (N)


https://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?h
https://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?c
https://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?nucs
https://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?e
https://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?k
https://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?na
https://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?r
https://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?kcd
https://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?bg
https://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?ep0
https://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?mu0
https://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?me
https://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?mp
https://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?mn
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Champ de pesanteur (N.kg=1)
Moment cinétique (J.s)
Moment cinétique de spin ().s)
Flux de particules s*

Masse volumique (kg.m—3)
Densité d'état en énergie (J71)
Coefficient de diffusion m2.s~!
Densité (sans unité)

Energies (J)

Energie libre ())
Dégénérescence (sans unité)
Enthalpie (J)

Enthalpie massique (J.kg™!)
Enthalpie molaire (J.mol™1)
Moment d'inertie (kg.m?)
Densité de courant particulaire (m—2.s71)
Masse molaire (kg.mol™1)
Masse (kg)

Nombre de particules (sans unité)
Quantité de matiére (mol.)
Densité de particules (m™3)
Pression (Pa)

Transfert thermique (J)
Entropie (J.K1)

Surface (m?)

Entropie molaire (J.K~'.mol™1)
Temps (s)

Température (K)

Volume (m3)

Vitesse (m.s™")

Travail (J)

Fonction de partition (sans unité)



Symboles mathématiques

def

~

A>B
A« B
(88)y

JAM) - di

J A(M) -7 dS

Relation de définition
Egal en ordre de grandeur
A trés grand devant B

A trés petit devant B

Dérivée partielle de S parrapport V, les variables U et X étant maintenues constantes

Circulation de A'le long du circuit C

—

Flux d’'un champ vectoriel A

Intégrale de volume

Opérateur hamiltonien

Probabilité de trouver le systéme dans un micro-état particulier
Somme sur les états accessibles

Espérance de la variable =

Ecart-type de la variable z

Covariance de deux grandeurs z et y

Combinaison de n parmi N
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