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Preface

L'analyse numérique a pour propos la recherche et l'optimisation de méthodes qui permettent d'approcher
la solution d'un probléme mathématique pour lequel la solution exacte est inaccessible. Cette branche
des mathématiques appliquées s'est fortement développée avec la montée en puissance des moyens
de calcul informatique.

L'objectif de ce cours est avant tout d'expliquer le principe de quelques méthodes d'intérét pour la
«résolution» numérique de problémes en Physique. Il s'adresse a tout étudiant investi dans des projets
informatiques (TIPE, épreuve MODELISATION de certains concours au Grandes Ecoles, stage de recherche,
etc.) et plus généralement a tout scientifique cherchant a simuler ou résoudre un phénoméne.

Notez que le contenu est amené a évoluer au fil du temps en fonction des projets informatiques que
je donne dans le cadre de mon enseignement et du temps disponible.

Jimmy Roussel
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LA METHODE D’EULER

La méthode d'Euler’ est une procédure numérique qui permet de
résoudre de facon approximative des équations différentielles ordi-
naires du premier ordre avec condition initiale. Elle a le mérite d'étre
simple a comprendre et a programmer.

On cherche donc une solution approchée d’une équation ordinaire
se mettant sous la forme

{y = flty@®), 0<t<T
y(0) = Yo

ol y(t) est un scalaire ou un vecteur et f(t,y(t)) une fonction suffi-
samment réguliére pour que l'existence et l'unicité de la solution ne
pose pas de probléme.

Version en ligne

https:
//femto-physique.fr/analyse-numerique/euler.php

11 Géneéralités

L'approche numérique

Les méthodes numériques employées pour «résoudre » les équations
différentielles sont des méthodes approximatives basées sur la dis-
crétisation de la variable ¢ ainsi que sur l'utilisation de différences
finies pour approcher les dérivées. Le probléme se raméne alors a un
calcul itératif, facile a automatiser a l'aide d'un programme informa-
tique.

Pour effectuer ce calcul numeérique, l'utilisateur doit disposer :

1. de la durée T de la simulation numérique;

2. des conditions initiales et de la fonction f;

3. du pas de discretisation h. Lintervalle [0, T] est alors divisé en
N subdivisions de méme longueur h. Finalement, la méthode
numeérique renvoie une liste (yg,94,,---,Yy) CONtenant les va-
leurs approchées de y(¢,,) pour les différents instants ¢,, = nh.

On voit immédiatement que si l'on cherche le comportement de y(t)
a long terme, le nombre de points a calculer peut devenir trés impor-
tant ce qui exige rapidité de calcul et de la mémoire. Insistons sur le
fait que toutes les méthodes numériques ont leur point faible. Le bon
choix est souvent un compromis entre simplicité de mise en ceuvre,
rapidité, stabilité et précision. Cette derniére est en effet limitée par
les erreurs liées a l'algorithme (on parle d’erreurs de troncature) et
celle liées a la machine (erreurs d’arrondi). En général, quand les unes
diminuent les autres augmentent de telle sorte qu'il est impossible

11 Généralités . . ... ... 3
Lapproche numérique . .
Travail préliminaire . . . .

1.2 La méthode d’Euler . . . .
Algorithme d’Euler . . . .
Equa-diff d'ordreun . . .
Equa-diff d’ordre deux . .

NOoO oo bW

1: Méthode inventée par le mathéma-
ticien Leonhard Euler en 1768.
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2: Il faut juste prendre garde a rendre
unitaire des paramétres de dimen-
sions indépendantes.

de minimiser, en méme temps, et 'erreur d’arrondi et 'erreur de tron-
cature : le meilleur choix est le fruit d'un compromis.

Travail préliminaire

Avant de résoudre numériqguement une équation différentielle ordi-
naire, il est conseillé de procéder a un travail de simplification qui
passe par la définition d'un nouveau systéme d’'unités adapté au pro-
bléme. En effet, pour minimiser les erreurs d'arrondi, il est bon de
faire en sorte que les valeurs numériques utilisées soient de l'ordre
de l'unité. Par exemple, pour traiter le probléme de deux astres liés
par la gravitation, il est préférable d’adopter le systéeme d’'unités as-
tronomiques (le temps exprimé en années, les masses en masses so-
laires et les distances en distances Terre-Soleil) plut6t que le Systéme
international (seconde, kilogramme et métre). Or, changer d'unités,
c'est finalement, définir de nouvelles grandeurs adimensionnées.

Simplifier

Avant toute chose, simplifier I'équation différentielle en l'expri-
mant a l'aide de grandeurs adimensionnées.

Prenons 'exemple de la chute libre d’'une bille subissant une résis-
tance proportionnelle a la vitesse régie par l'équation différentielle
(relation fondamentale de la dynamique)

dv

My = —av+mg avec v(0)=0

ol m désigne la masse, a le coefficient de frottement et g le champ
de pesanteur. A partir de ces trois paramétres, on peut définir un
temps caractéristique (temps de relaxation) 7 = m/a et une vitesse
caractéristique (vitesse limite) v, = gr. Ainsi, il est tentant d’'adopter
un nouveau systéme d'unités dans lequel :

1. le temps est mesuré en unité de 7, d'ou la nouvelle variable
temporelle t* = t/7;

2. la vitesse est mesurée en unité de v, d'ou la nouvelle variable
v =v/vy;

3. la distance étant le produit d'une vitesse par un temps, est me-
surée en unité de £ avec £ = v 7.

Avec ce nouveau choix d'unités et de variables adimensionnées, 'équa-
tion différentielle initiale prend une forme simple :

do*
de+

=1—v" avec v*(0)=0

Notez que cette équation différentielle est celle que nous aurions ob-
tenue enfaisantm = 1 etg = 1 et a = 1. Finalement, on retiendra que
lorsque l'on rend unitaire des paramétres physiques, cela équivaut a
définir un nouveau jeu d'unités?.

Enfin, ce qui va conditionner la valeur du pas h c'est 'ensemble des
temps caractéristiques du phénoméne que 'on modélise. Par exemple,



dans le probléme a N corps en orbite autour d'une étoile fixe, on peut
définir N temps caractéristiques (les périodes orbitales par exemple).
Si l'on veut décrire la dynamique du systéme de facon compléte et
précise il est impératif que, d'une part le pas d’intégration h soit plus
petit que le plus petit des temps caractéristiques, d'autre part que la
la durée T de la simulation soit supérieur au plus grand des temps
caractéristiques.
h << Tpin et T > T

Dans l'exemple de la chute libre, l'unique temps caractéristique vaut
7 = 1 dans le nouveau systéme d’unité. Ainsi, on prendra h < 1 et
T > 1. Par exemple, si l'on choisit h = 0,01 et T' = 10, le nombre de
points a calculer est de N =10/0,01 = 1000.

Il existe une classe de problémes, dit « problémes raides» qui ont la par-
ticularité de posséder des temps caractéristiques qui s'étalent sur plu-
sieurs ordres de grandeur. C'est par exemple le cas, dans 'étude de la
cinétique d'une réaction chimique décrite par deux processus molécu-
laires dont les constantes de vitesse différent sur plusieurs ordres de
grandeur. On voit alors qu'imposer h < T, et T > 7,,,, améne a calcu-
ler un nombre colossal de points ce qui colte du «temps machine» et
produit des instabilités. Il faut alors adopter des méthodes particuliéres
gue nous n'abordons pas ici.

1.2 La méthode d’Euler

Algorithme d’Euler

La méthode présentée ici est dite méthode d’'Euler explicite. Considé-
rons l'équation différentielle ordinaire suivante

{ y o= flty®), 0<t<T
y(0) = vy,
On peut intégrer cette équation comme suit :

waﬂ>=wu»+/"”ﬂuwwMt (17)

n

La méthode d’Euler consiste a approcher l'intégrale par la méthode
des rectangles a gauche :

tn+1
/‘ FEy)dE = B x f(t,,y(t,)
t

n

D’'ol le schéma itératif suivant

y7L+1 = yn+hf(tn7y7l)’ n:O’ 17"'7N (rl 2)
Yo y(0) '

ouy,, désigne l'approximation numérique de y(¢,,). La mise en ceuvre
est alors extrémement simple :

1.2 La meéthode d’Euler

5
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Algorithme d’Euler

1. Initialisation du pas h et de la durée T.
2. Initialisation des conditions initiales : ¢ = 0 ety = y(0).
3. Tant que ¢t < T faire :

a) Calcul de ky; = f(t,y).
b) y=y+hk,;t=t+h.
c) Enregistrement des données.

Exemple d’'une équa-diff d'ordre un

Appliquons cette méthode au probléme de la chute libre décrite 1.1
L'équation différentielle s'écrit

et le schéma itératif (1.2) donne :

Ui = vl +h(1—v))
UA =0

On peut voir ici que la méthode d’Euler est une approximation au
premier ordre en h. En effet, calculons le premier terme v} et com-
parons le au terme exacte v*(h), sachant que la solution exacte est
v'(t)=1—e".0na

vi=vi+h(l—v5) =h
a comparer avec v*(h) = 1—e " Il apparait immédiatement que v} et

v(h) concordent si l'on remplace e~ par son développement limité
au premier ordre, a savoir e* = 1 — h + O(h?).

Euler: h =0,2
Solution exacte

e Euler:h=0,02
Solution exacte

t

t

FIG. 1.1 : Solution numérique de l'équation © 4+ ¥ = = avec v(0) = 0. A gauche, le pas vaut 0,2, a droite 0,02 (1 point sur 10 est

représenté)

La FIG. 11 montre la solution numérique pour différents pas ainsi que
la solution exacte. On constate que plus le pas h est petit meilleure
est 'adéquation avec la solution exacte. On constate qu'avec un pas
h = 0,2, lerreur est visible a l'ceil nu (de l'ordre de quelques %).



Ca n'est que lorsque le pas est trés petit devant 1 que l'erreur est
insignifiante.

Choisissons maintenant h = 2, autrement dit un pas de discrétisation
plus grand que le temps caractéristique = (qui vaut 1 puisque 7 est
l'unité de temps). On voit alors apparaitre un phénoméne d'instabilité
numérique. C'est l'un des inconvénients de la méthode d’Euler : la
stabilité n'est pas toujours garantie. C'est pourquoi il est recommandé
de tester différents pas pour vérifier que le résultat est robuste. Dans
ce cas, cela signifie généralement que l'on est loin des conditions
d’instabilité.

Exemple d'une équa-diff d’ordre deux

La plupart du temps, l'évolution d'un systéme physique obéit a une
équation différentielle qui n'a pas forcément le bon go(t d'étre une
équation différentielle scalaire du premier ordre. On rencontre plus
souvent des systémes d'équations différentielles ou une équation
différentielle scalaire d'ordre supérieure a un. En mécanique, il ar-
rive couramment que la dynamique d'un systéme soit décrite par une
équation différentielle d'ordre deux.

Par exemple, considérons le mouvement d'un pendule simple de masse
m et de longueur £ qu’on lache dans le champ de pesanteur g apres
l'avoir écarté de l'angle 6,. Léquation du mouvement s'écrit

. we? = g/t
0 =—wy?sinf  avec 6(0) = 6,
6(0) = 0

Tout d'abord, changeons l'unité de temps de facon a simplifier l'équa-
tion différentielle. Posons T = /¢/g notre nouvelle unité de temps ce
qui revient a redéfinir le temps par ¢, = ¢/7. Il est alors facile de mon-
trer qu'apreés cette redéfinition du temps, 'équation différentielle se
simplifie?

00) = 6,

0 =—sin@ avec {9(0) _ 0

Cette équation peut se mettre sous la forme d'une équation diffé-
rentielle d'ordre un, a condition de 'écrire sous forme vectorielle. En
effet, définissons le vecteur de dimension 2 dont la premiére compo-
sante est l'angle 4 et la seconde la vitesse angulaire w = 6 :

y(i) avec y(O)(QOO>

On peut alors écrire 'équation du pendule simple sous la forme
d 0 w
Gl 0)-(_ &, )=revo

Posons 6,, et w,, l'angle et la vitesse angulaire a l'instant ¢,, = nh. La

1.2 La meéthode d’Euler | 7

& —— 66— {
T

e Fuler:h=2 Solution exacte

FIG. 1.2 : Exemple d'instabilité.

3 : Notez que dans ce nouveau sys-
téme d'unités, tout se passe comme si
g=1letl=1.
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FIG. 1.3 : Solution 6(t) avec un pas h =
0,05 et 8, = 45° (1 point sur 10 est
représenté).

4 : Sur femto-physiquefr on trouve
une simulation qui illustre cette dé-
rive.

5: Voir Chapitre 3.

méthode d'Euler donne

9n+1 — en +h wn . 9n+1 = en + hwn
Wyl W, —siné, Wpe1 = w,—hsing,
(1.3)
On peut constater sur le résultat de la FIG. 1.3 un autre défaut de
o(t)
]
0o P e o
1} p h '
[ ] | ] h - t
n 7 o 27 a 37 ar
| ] [ 1Y 4
o o L. o

la méthode d’Euler : bien que le systéme étudié soit conservatif, le
schéma d’'Euler ne respecte pas la conservation de l'énergie. En effet,
en vertu des lois de la mécanique, lamplitude des oscillations doit
rester constante, contrairement a ce que l'on observe. Plus précisé-
ment, l'énergie mécanique du pendule simple a linstant ¢,, est pro-
portionnelle & E,, = w2 — cos4,,. Or, a partir de la récurrence (1.3),
on obtient

1 1 .
E,..=E, +h? (5%21 cosf,, + 3 sin’ 9n>

Par conséquent, puisque le terme (1/2%21 cosf, +1/2 sin’ Gn) est po-
sitif en moyenne, il en découle une dérive positive de 'énergie quel
que soit le pas. Autrement dit, le comportement a long terme est mal
décrit*. En pratique, lorsque 'on met en place une résolution numé-
rique d’un systéme conservatif, on fait plutdt appel a l'algorithme de
Verlet® particuliérement adapté dans le sens ou elle conduit a une
dérive de l'énergie faible aux temps longs.

Conclusion

Bien que la méthode d’Euler présente l'inconvénient de propager fa-
cilement les erreurs, et méme de les amplifier, elle n'est pas dénuée
d'intérét: simple a programmer, elle produit rapidement une solution
approximative qui, si le pas est bien choisi et la durée d’observation
raisonnable, permet d’avoir une premiére approche du phénomeéne
étudié.


https://femto-physique.fr
https://femto-physique.fr/omp/euler.php

METHODES DE RUNGE-KUTTA

Les techniques de Runge-Kutta sont des schémas numériques a un
pas qui permettent de résoudre les équations différentielles ordi-
naires. Elles font parties des méthodes les plus populaires de part
leur facilité de mise en ceuvre et leur précision. C'est Carle Runge et
Martin Kutta qui, au début du 208siécle, ont inventé ces méthodes.

Nous décrivons ici deux algorithmes assez utilisés : celles de Runge-
Kutta d'ordre 2 et 4.

Version en ligne

https://femto-physique.fr/analyse-numerique/
runge-kutta.php

2.1 Introduction

Dans de nombreux cas, les systéemes d’'équations différentielles que
l'on rencontre en science peuvent se mettre sous la forme d'une
équation différentielle ordinaire du premier ordre du type :

dy B
= f&yd), 0<t<T
y(0) = Yo

ou y(t) est la fonction que l'on recherche, y, sa valeur initiale et f
une fonction connue suffisamment réguliére pour que l'existence et
['unicité de la solution ne pose pas de probléme. Notez que y(t) peut
étre un scalaire ou un vecteur'.

A linstar de la méthode d'Euler, celles de Runge-Kutta sont des sché-
mas numeriques a un pas basés sur la discrétisation de la variable t.
On note h ce pas et y,, lavaleur approchée de y(t,,) pour les différents
instants ¢,, = nh.

Enintégrant l'equation différentielle entre t,, et¢, ., onalarelation

t,+h
Y(tor) —ult,) = / F(t,y(t)) dt 1)

n

Lidée consiste a approcher cette intégrale de fagon plus précise que
ne le fait la méthode d'Euler. Mais avant de voir comment, revenons
sur la méthode d’Euler.

21 Introduction . ... ... 9
2.2 Retour sur Euler . .. .. 10
Euler explicite . ... .. 10
Euler implicite . ... .. 10
2.3 Les schémas de Runge-
Kutta............ 0
Runge-Kutta d'ordre2 . . M
Runge Kutta d’'ordre 4 . . 12
2.4 Conclusion . ....... 14

1: Pour un exemple, voir 1.2 du Cha-
pitre 1


https://femto-physique.fr/analyse-numerique/runge-kutta.php
https://femto-physique.fr/analyse-numerique/runge-kutta.php
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Euler explicite

flt y(t) .
~
erreur
approximation
h
. 0
tn tn+1

FIG. 2.1: Méthode d'intégration suivant
le schéma d’Euler explicite.

Euler explicite

f(t,y(t))
L]
“erreur
approximation
h
L .
tn tn+1

FIG. 2.2 : Méthode d'intégration suivant
le schéma d’Euler implicite.

2.2 Retour sur Euler

Euler explicite

Lintégrale (211) peut s'approcher par la méthode du rectangle a gauche:

/ U p () dt = hox f(t,y(t,)

n

D'ou le schéma itératif suivant
{ Ynt1

Yo
Il s'agit de la fameuse méthode d'Euler explicite. Graphiquement, on

voitimmédiatement que cette méthode sous-estime(sur-estime) l'aire
quand la fonction f croit(décroit) au cours du temps.

Yo +hf(t,,y,)
y(0)

(2.2)

L'erreur produite correspond a l'aire grisée de forme quasi-triangulaire
et de dimension h x ph ou p est la pente de f a l'instant ¢,,. Uerreur
vaut donc a peu prés

1
ep ™ 5P h? (2.3)
Aprés N itérations, on commet une erreur globale de l'ordre de N3p h? =
%Tph ol T est la durée totale. Aussi, pour une durée donnée, l'erreur
globale augmente linéairement avec le pas h: on dit que la méthode
d'Euler est d’ordre un.

Euler implicite

On aurait également pu approcher l'intégrale (21) par la méthode du
rectangle a droite :

/ ) = hox flty(ta,)

n

D'ol le schéma numérique, dit schéma d’Euler implicite :
{ yn+1 =

Yo =

Notez que dans ce cas, y,,, est présent dans le terme de gauche
et celui de droite. Contrairement a la méthode d’'Euler explicite, la
grandeur recherchée y,, ., est reliée a une fonction qui depend de
cette méme grandeur. Autrement dit, y,,,, est défini implicitement
d’'ol le nom de la méthode. Il faut donc résoudre I'équation implicite

a chaque étape ce qui demande l'emploi d'un algorithme annexe (di-
chotomie, algorithme de Newton-Raphson, etc.).

Yn + hf(tm yn+1)

y(0)

(2.4)

Cette méthode, comme on le voit graphiquement, produit une erreur
opposée a celle de la méthode d’Euler explicite; elle est donc aussi
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d’ordre un. De surcroit, elle apporte une complication dans la réso-
lution de l'équation (2.4). Cependant, cet inconvénient est compensé
par le fait, qu'en général, les méthodes implicites sont plus stables
que les méthodes explicites.

2.3 Les améliorations de Runge-Kutta

Runge-Kutta d’ordre 2

On voit immédiatement que l'on peut améliorer l'estimation de l'in-
tégrale en calculant l'aire d'un trapéze au lieu de celui d'un rectangle.
La méthode du trapéze consiste en l'approximation suivante :

b b—a
[ farde =220 @) + 50

Appliquée a l'intégrale (2.1), cela donne

g [(f(tn,y(t,)) + (it y(tni))]

/"”ﬂﬂaya»dtz

n

Ici, l'integrale dépend des valeurs de y,, ety,,.; Ce qui, si on en restait
la, donnerait lieu a une méthode implicite. Pour éviter ces complica-
tions, on utilise la méthode d’Euler (explicite) afin d’estimer la valeur
Yniq Quiintervientdans f(¢,. 1, y(t,,1)). On obtient le schéma itératif
suivant :

1 1 kl = f(trw yn)
Yne1 = Yp T 1 (51:1 + ikg) avec ky = f(t,+ h,y, + hky)
Yo = y(0)
(2.5)

Cette méthode présente l'avantage d’'étre précise et assez simple a
programmer (voir algorithme ci-dessous).

Algorithme RK2

1. Initialisation du pas h, de la durée T.

2. Initialisation des conditions initiales : t = 0 et y = y(0).
3. Définition de la fonction f(¢,y).

4. Tant que t < T faire :

a) Calcul de k; = f(t, ).

b) Calcul de ky = f(t + h,y + hk;).
QO y=y+2k +ky);t=t+h
d) Enregistrement des données

Ce schéma numérique présente deux erreurs de troncature. Tout d’abord,
lapproximation de l'intégrale par l'aire d'un trapéze produit une pre-
miére erreur e;. On voit bien graphiquement que la méthode du tra-
péze neutralise U'erreur des méthodes d'Euler : Uerreur e, est liée a

Méthode du trapéze

F(t, y(t)

L ..,

tn tn+1

FIG. 2.3 : Méthode d'intégration suivant
le schéma de Runge-Kutta d'ordre 2.
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la courbure de la fonction et non a sa pente c’est pourquoi e; va-
rie comme R3 (au lieu de h? pour les méthodes d’Euler). Ensuite,
on commet une deuxiéme erreur e, lorsque l'on estime y, ., par
Y, +hf(t,,y,) dans le calcul de f(t,.1,y,1). Dans ce cas, un calcul
de propagation d’erreur méne au résultat suivant : e, = 2 x % X ep
avec ey l'erreur donnée par la formule (2.3). Pour finir, l'erreur pro-
duite a chaque étape s'écrit egys = €; + €5 = C®h3 de sorte que
l'erreur globale, pour une durée T fixée, se comporte comme h2. Il
s'agit donc bien d'une méthode d'ordre deux comme son nom l'in-
dique.

Runge Kutta d’ordre 4

La méthode de Runge-Kutta d'ordre 4 est une étape supplémentaire
dans le raffinement du calcul de lintégrale (2.1). Au lieu d'utiliser la
méthode des trapézes, on utilise la méthode de Simpson. Celle-ci
consiste a remplacer la fonction intégrée par une parabole passant
par les points extrémes et le point milieu. On a

a+b
2

b b—a
/ fo)do = 222 (o) + 42 + 1)

6

Appliquée a l'intégrale (211), cela donne

% [f(trw y(tn)) + 4f(tn+1/2ﬂ y(tn+1/2)) + f(tn+17 y(thrl))]

/ " ft () dt

n

d’'ou la relation

h
Ynt1 = Yn t 6 [f(tm Yn) + 4f(tn+1/27 yn+1/2) + [t yn+1)]

Ici, une difficulté apparait car l'équation présente deux inconnues :
Yn+1/2 €LY, 1. Pourrendre le schéma explicite, il faut estimer 4 £(t,, .12, Y5 11/2)
et f(tni1,Yny1) @ partirdey,, t,, et h.

Commencons par le terme 4f(t,, .2, y(t,,1/2) que l'on décompose
en deux termes identiques

2f (trs1/2: Ynsry2) +2F (tia 20 Ynsry2)

Dans le premier, on remplace y,,.,/, par sa valeur déduite de la me-
thode d'Euler explicite; a savoir yy, |y = ¥, + h/2f(t,.y,). Dans le
deuxieme terme, on remplace y,,. , par sa valeur déduite de la me-
thode d'Euler implicite : y?, » = Yy + 7/2f (tn 1172, Yns1/2) Gue Lon
va approcher pary,, + h/2f(tn+1/2,yg+l/2). Les méthodes d'Euler im-
plicite et explicite produisant des erreurs quasi-opposées, on a ainsi
l'espoir de minimiser Uerreur sur le calcul de 4£(t,, 112, Y,11/2)- POUr
résumer, on écrira

kl = f(tn5 yn)
Af(ty1/2: Yni1/2) = 2ky+2ks  avec ky = f(t,+ 3hy, + 3hk)
kS = f(tn + %hvyn + %th)
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Quant au terme f(t,,,1,¥,.1), ON lapproche en estimant y,, ., par la
méthode du point milieu, c'est-a-dire en appliquant la méthode du
rectangle au milieu :

Ynt1 = Yn + hf(thrl/Z? yn+1/2) =Yn + hf(tn+1/27 y2+1/2)

In fine, on obtient le schéma explicite, dit de Runge-Kutta d'ordre 4 :

kl = f(tn7yn)
1 1 1 1 ky = f(t,+3h,y, + shk))
il = YR | =k + ko + Sky + =k avec ]
Ynad = U g 3R T gl T g ky = f(t,+ Lhy, + Lhk,)

Par rapport a la méthode RK2, ce schéma numérique exige deux fois
plus de calcul a chaque pas et donc un temps de calcul plus long, sans
parler des erreurs d’arrondi qui s'accumulent plus vite. Cependant, ce
défaut est compensé par un gain de précision. En effet, comme son
nom lindique, il s'agit d'une méthode d'ordre 4. On peut le vérifier
sur un exemple simple. Prenons 'équation

dy

g, =1 —v avec y(0) =0 (2.6)

dont la solution est la fonction exponentielle y(t) =1 —e™".

Quelle valeur prévoit la méthode de Runge-Kutta-4 pour y; = y(h)?
Sachant que l'on a ici f(t,y(t)) = 1 — y(t), le schéma numérique

donne
kl = f(07y0>:1—y021
ky = f(3h,yo+ 3hk,) =1—3h -
d'ou il vient
— 1 1 1 1 - _1 5 1 3_i .
=y I |h ot ghe gks ks | =R g b gt = gt

quin'estrien d’autre que le développement limité de la solution exacte
y(h) a l'ordre 4. Ainsi, méme avec un pas modeste, la précision reste
bonne comme lillustre la FIG. 2.4.

11 .......oooooooooooooooooooo
°
P o

1 FIG. 2.4 : Résolution numeérique de
léquation (2.6) par la méthode de
Runge-Kutta-4.

eRK4:h =0,2 solution exacte
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Terminons par l'algorithme complet :

Algorithme RK4

. Initialisation du pas h, de la durée T..

. Initialisation des conditions initiales : t = 0 ety = y(0).
. Définition de la fonction f(t,y).

. Tant que t < T faire :

a) Calcul de k; =
b) Calcu

S~ w N

L f(t,y).
) lde ky = f(t + h/2,y + hky/2).

c) Calcul de kg = f(t+ h/2,y + hk,/2).

d) Calcul de k, = f(t + h,y + hk3).

&) y=y+ 2(ky +2ky + 2k + ky); t=t+h.
f) Enregistrement des données

2.4 Conclusion

Les techniques de Runge-Kutta, d'ordre 2 ou 4, ont l'avantage d'étre
simples a mettre en ceuvre, précises et assez stables pour les fonc-
tions courantes rencontrées en physique. C'est ce qui explique leur
grande popularité. De nombreux logiciels de calcul utilisent par dé-

2 :Lle pas h est alors variable et  faut la méthode RK4 dans sa version adaptative?.
s'adapte pour optimiser précision et ) 3 ] 3
temps de calcul Bien entendu ces méethodes ont aussi leurs défauts : elles sont assez

gourmandes en temps de calcul et ne sont pas adaptés aux systéemes
3: Voir par exemple Chapitre 3 conservatifs aux temps longs®.



LA METHODE DE VERLET

Il est frequent de vouloir étudier un systéme dynamique conserva-
tif sur une longue durée. Par exemple, la question de la stabilité du
systeme solaire - dont il est nul besoin de rappeler l'importance -
nécessite d'étudier sur des périodes séculaires un systéme quasi-
conservatif de 8 planétes et de leurs satellites. La solution analytique
étant inaccessible, on met en place un traitement numérique du pro-
bléme. Les algorithmes classiques d’ordre élevé (Runge-Kutta d’ordre
4) ont tendance a fournir une dynamique aux temps courts de bonne
qualité mais ont le défaut de produire une dérive de l'énergie aux
temps longs. Dans ce cas, on a recours a des méthodes numériques
dites symplectiques, particulierement adaptées aux systémes conser-
vatifs et supérieures aux méthodes classiques dans le sens ot elles
conduisent a une dérive de l'énergie faible aux temps longs.

Version en ligne

https://femto-physique.fr/analyse-numerique/
methode-de-verlet.php

3.1 Algorithmes de Verlet

Défauts des méthodes classiques

Une des raisons de l'inefficacité des méthodes classiques (Euler, Runge-
Kutta) est leur caractére non réversible en temps : changer le pas
temporel h en —h donne des équations différentes. Or, un systéme
conservatif est réversible.

Voyons pourquoi la méthode d'Euler est intrinséquement irréversible
sur l'exemple d'une particule soumise a une force conservative :

—

(31)
di
a

La méthode d’'Euler permet de ramener cette équation différentielle
a un schéma itératif :
{ ﬁnJrl =
77n+1 =

Changeons le sens d’écoulement du temps (h — —h etn+1 — n—1).
On obtient alors :

E} =

P,o=

U, +d, h
(32)
7, +U,h

U,y +a, h

r,_1+v,h

3.1 Algorithmes de Verlet . . 15
Les méthodes classiques . 15
Verlet a deuxpas . . ... 16
Verletaunpas ...... 17
Illustration avec le pendule
simple . .......... 17


https://femto-physique.fr/analyse-numerique/methode-de-verlet.php
https://femto-physique.fr/analyse-numerique/methode-de-verlet.php
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ce qui ne correspond pas a ce que donne le schéma (3.2) a l'instant
n h. Le schéma d'Euler est donc irréversible alors que l'équation du
mouvement ne l'est pas.

L'algorithme de Verlet a deux pas

Un des algorithmes symplectiques les plus simples a mettre en ceuvre
et largement utilisé en dynamique moléculaire est ['algorithme de
Verlet. Il repose sur le développement de Taylor du vecteur position
al'ordre 3 aux instantst+hett—h:

B B R K3 d°F A

Ft+h) = 7))+ hot)+ ?a(r(t)) + eI + O(h?)
2 3’7

Fe—h) = F(0)— ho(e) + () — Bt + O0)

En sommant ces deux équations, la vitesse disparait et l'on obtient,
aux erreurs d'ordre 4 prés, le schéma itératif suivant :

?nJrl = 27"—75 - ?nfl + @h? (33)

Il est facile de constater que ce schéma est réversible en temps et
donc particulierement adapté a l'étude des systémes conservatifs
dont les forces ne dépendent que de la position. En revanche cet
algorithme présente deux défauts :

1. Il s'agit d'un schéma a deux pas : l'itération ne peut démarrer
que si l'on connait 7, et 7 ;. Or, en général, les conditions ini-
tiales se réesument par la donnée de 7 et 9. Il est d'usage alors
d'initier l'itération a l'aide d’'un développement de Taylor :

h2
Py =76 hTg + g

2. Sil'on s'intéresse a 'évolution d’une grandeur faisant intervenir
la vitesse (comme l'énergie cinétique), celle-ci se calcule a l'aide
de la formule

. Fn+1 — ?’nfl
() = ———--—-—-----
" 2h
On voit donc que le calcul de la vitesse consiste a soustraire
deux nombres voisins ce qui produit des erreurs d’arrondi im-

portants.

C'est pourquoi, on utilise en général une autre version algorithmique
qui est mathématiquement équivalente a la version originale de Ver-
let mais qui présente l'intérét d'étre a un pas.



Algorithme de Verlet a un pas

L'algorithme de Verlet a un pas repose sur le schéma numérique sui-

vant:
2

Th+1 = Tn + h’Un + ?an
. o h
U1 = Up + §<a’n + an+1)

On procédera donc ainsi :

Algorithme de Verlet a un pas

1. Initialisation du pas h, de la durée T.

2. Initialisation des conditions initiales : ¢t = 0, ¥ = 7, et ¥ = vy.
3. Définition de la fonction a(7).

4. Tant que ¢t < T faire :

a) Calcul de @g = a@(# )
Nouvelle position
c) Calcul de ay =

b) =7+ hv
)

d) Nouvelle vitesse

e)

)

6(?)
’f) =

+ 7&0.

U+ 2@ +a)
t=t+h.

f) Enregistrement des données

Cette méthode, de part sa qualité et sa facilité de mise en ceuvre est
l'une des plus utilisée en dynamique moléculaire.

Illustration avec le pendule simple

Considérons un pendule simple de masse m, de longueur £ dans un
champ de pesanteur §. L'écart angulaire 6 par rapport a la position
d’équilibre vérifie 'équation différentielle
6=—wising avec  w@=+/g/l

Tout d'abord changeons l'unité de temps de facon a simplifier 'équa-
tion différentielle. Posons 7 = y/£/g notre nouvelle unité de temps ce
qui revient a redéfinir le temps par t, = t/7. Il est alors facile de mon-
trer qu'apreés cette redéfinition du temps, l'équation différentielle se

simplifie’

0

w

w

f=—sing .
SN ou { _sing

Comparons les schémas numériques d’'Euler et de Verlet (version a un
pas) associés a cette équation différentielle. Posons 6, et w,, l'angle
et la vitesse angulaire a l'instant ¢,, = nh.

La méthode d’Euler donne

971,—0—1 = 9n + wnh
Wy =w, —SiNG,h

3.1 Algorithmes de Verlet | 17

1 : Notez que dans ce nouveau sys-
téme d'unités, tout se passe comme si
g=letl=1
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L'énergie mécanique du pendule simple est proportionnelle a E,, =
fw?2 —cosb,. Le pendule simple étant un systéme conservatif, E,, doit

n

rester constant. Or, on trouve
1 1 .
E,.,=E,+h? (iw% cosf,, + 3 sin® 9n)
Le terme (1/2w?2 cosf,, + 1/2sin”0,,) est en moyenne positif de telle

sorte que 'on observe une dérive positive a long terme.

Quant a la méthode de Verlet a un pas, on a le schéma numérique

suivant:
0,1 =0, +w,h—1/2sin6,h*
Wpyp =w, —1/2(sinf,, +sinb,_ ,)h

A partir de cette rélation de récurrence on montre que

En+1 = En + 0(h3)
En d'autres termes, a l'ordre 2, la méthode de Verlet respecte la conser-
vation de 'énergie mécanique contrairement a la méthode d’Euler.

La simulation que l'on trouve sur femto-physique.fr illustre bien le
phénomeéne de dérive de la méthode d’Euler et la grande stabilité de
celle de Verlet.


https://femto-physique.fr/analyse-numerique/methode-de-verlet.php#simu1

METHODE D’EULER-RICHARDSON

Les méthodes classiques utilisées pour approcher les solutions des
équations différentielles (Euler, Runge-Kutta ou Verlet) présentent
l'inconvénient d’avoir un pas fixe. Or, dans de nombreuses situations,
une grandeur physique peut varier rapidement un moment, puis plus
lentement ensuite. Il est alors judicieux d'adapter le pas en fonction
des besoins, c'est-a-dire de le diminuer lorsque les variations sont
rapides et de laugmenter dans l'autre cas, de fagon a économiser du
temps de calcul. C'est la philosophie des algorithmes a pas adaptatif
dont la méthode décrite ici fait partie.

Version en ligne

https://femto-physique.fr/analyse-numerique/
euler-richardson.php

41 Schéma d’Euler-Richardson
Géneralités

Tout d'abord, précisons que l'on cherche a approcher la solution d'une
équation différentielle avec condition initiale qui se met sous la forme

{S/ = fty(t), 0<t<T
y(0) = Yo

avec y(t) un scalaire ou un vecteur et f(¢,y(¢)) une fonction suffisam-
ment réguliére pour que l'existence et l'unicité de la solution ne pose
pas de probléme.

A linstar de la méthode d'Euler, la méthode d’Euler-Richardson est
basée sur la discrétisation de la variable ¢ ainsi que sur ['utilisation
de différences finies pour approcher les dérivées. La différence réside
ici dans l'utilisation d'un pas variable, dont la valeur est liée a la
précision exigée par l'utilisateur. Ainsi, intervalle [0, T est divisé en
subdivisions de longueur variable h,,. On a la relation

tn = tnfl + hn
Le nombre de points n'est alors connu qu’a posteriori.

Rappelons enfin, qu'avant d'effectuer la résolution numérique, il est
conseillé de procéder a un travail de simplification qui passe par la
définition d’'un nouveau systéme d'unités adapté au probléme. On
commence donc par ré-exprimer ['équation différentielle a l'aide de
grandeurs sans dimension’).

41 Schéma d’Euler-Richardson 19
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Principe de l'algorithme

Commencons par rappeler la méthode d'Euler. La valeur y&', , corres-
pondant a l'instant ¢, ; est donnee par

y(:zlJrl = yn + hf<tn7yn>

ou h est le pas t,,; — t,. Nous savons que la méthode d’Euler est
d'ordre un. Elle produit une erreur de troncature e; ~ kh? ol k est
une constante liée aux valeurs de la dérivée de f(¢,y(¥)).

Envisageons maintenant une évolution en deux étapes de pas h/2, ce
qui nous donne une seconde évaluation que l'on note y¢2, :

h h
nyQ—O—l = yn + §f(tn?yn) + §f(tn+1/27yn+1/2)

ce qui produit une erreur

h)2 2 1
2 2

~2xk(l=) =k—=—==
€2 ( 5 €1
Ainsi, on peut espérer que les erreurs se compenseront (tout du moins
a l'ordre 2) si l'on calculey,,; de la fagon suivante :

Voi1 = 2V — Yol =VYa + 1 f(tns1/2:Yns1/2)

d’'ol le schéma numérique suivant :

kn = f(tnv Yo
’ — h h
ko = Ut gyt k) (41)
Yo = y(0)
yn+1 = yn + h k/nﬂ

En prime, on peut accéder a la quantité

h ho
€2 = Vi — Vil = 3 ’f(tn+1/27yn+1/2) - f(tnﬂyn)‘ =3 k7, — K|

qui représente l'erreur que l'on fait avec la méthode d'Euler lorsque
lon multiplie par deux le pas (h/2 — h). Cette erreur va nous servir
d'indicateur pour savoir si 'on peut augmenter le pas ou s'il faut le di-
minuer. Il suffit alors de fixer un seuil de précision (notons le eqq,)- Si
l'erreur est plus grande que e, d'un facteur ¢, il suffit de réduire le
pas d'un facteur \/a puisque e, varie comme h%. Symétriquement, si
l'erreur est plus petite que le seuil d'un facteur «, alors on s'autorise
a augmenter le pas d'un facteur /o, l'idée étant de ne pas gaspiller
du temps de calcul.

Résumons maintenant la méthode :
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Algorithme d’Euler-Richardson

1. Initialisation du pas h, de la durée T et du seuil de précision
Eseuil-

2. Initialisation des conditions initiales : t = 0 ety = y(0).

3. Tant que ¢t < T faire :

a) Calcul de k= f(t,y).

b) Calcul de k" = f(t + h/2,y + kh/2).

Calculde e = 2 |k’ — k| et a = /egoi.
Sia>1faireh=0,9h/\/a.

Sia < 1fairey =y+k'h;h =0,9h/\/a;t =t+h;
enregistrement des données.

C
d
e

—_ — ~— —

NB : l'erreur est calculée en prenant la norme définie par |A| =
|[A] + |Ay] + ... + |A,| oU A, sont les composantes du vecteur A.

Le facteur 0,9 permet de rester en dessous du seuil de précision.

4.2 Le mouvement képlerien

Illustrons cette méthode sur 'exemple du mouvement d'un astre A en
orbite elliptique autour du soleil S. Dans le cas ol l'ellipse est de forte
excentricité, la distance r = AS varie de facon importante entre le pé-
rihélie (point le plus proche du soleil) et l'aphélie (point le plus éloi-
gné) ce qui signifie que la force de gravitation -inversement propor-
tionnelle au carré de la distance AS- varie sur de grandes échelles.
On comprend dés lors gqu'une méthode a pas variable convienne
mieux qu'une méthode classique.

Travail préliminaire

2: Référentiel que nous supposons ga-

Si l'on note m, la magse du sole|lj (?t m_<< m, celle .de lastre,’le. liléen pour notre propos. En réalité,
mouvement de ce dernier dans le référentiel héliocentrique? est régi le soleil oscille légérement autour du
par ['équation du mouvement : centre de masse du systéme solaire.

d2SA _ Q@m*ﬁ

m- g 3 (4.2)

Adoptons le systéme d'unités astronomiques (u.a) dans lequel lunité
de longueur est le demi-grand axe de l'orbite terrestre a ~ 150.10% km,
'unité de temps est la période orbitale terrestre T, = 1 an et 'unité
de masse, celle du soleil m,. La troisiéme loi de Kepler nous donne
la valeur de G dans ce systéeme d'unités

a® B Gm,

TO2 42

= G =452

ce qui permet de reformuler 'équation (4.2) dans le plan (z,y) :
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Il s'agit donc de deux équations scalaires du second ordre que l'on
peut transformer en une équation vectorielle du premier ordre, de la
formey = f(y) si l'on pose :

v.’If

'Uy
1y _ 43
Yy 4y

(22 + 42)3/2

Notons qu’ici la fonction d'évolution f(y) ne dépend pas explicite-
ment du temps (on dit que I'équation différentielle est autonome).

Résultat

Supposons qu’a linstant initial ¢ 0, l'astre soit lancé depuis le
point (z = 0,5,y = 0) avec un vecteur vitesse (v, = 0,v, = 12)
(dans les unités astronomiques). Observons le résultat correspon-
dant a une durée T = 4,768 ans, un pas initial h = 0,04 (environ
15 jours) et une précision ey, = 0,018 On applique la méthode
d’Euler-Richardson :

1. Initialisation : h = 0,04, T = 4,768 ans et e, = 0,018.

yl == O, 5
. - ) Yo =0
2. Conditions initiales:t =0ety =
y3 =0
Yy =12
3. Tant que t < T faire :
a) Calcul de k = f(y):
Ys
Yy ky
ke | A | R
(y12 + 1122)3/2 ks
L Aty ks
(y12 + y22)3/2
b) Calculde k' = f(y + 2k):
ys + (h/2)k;
Ya + (h/2)ky 14
. 42y, + (h/2)ky] | ow
(2 + (h/2)ky )2 + (s + () 2)k0)?] Z
_ Ar®ly, + (h/2)k,] K,

[y + (h/2)k0)2 + (g + (h/2)k)2)"

c) Calcul de lerreure = [k —K'|4 et a:

| >

E =

(|k] = Kq| + kg — Ko| + [ky — kg| + [ky — kyl) et a=¢/eqy

d) Sia>1faire h=0,9h/\/a



e)Sia < 1farey =y+Kkh;, h =0,9h/\/a;t =t+h;
enregistrement des données.

La figure 41 montre le résultat et le compare a celui obtenu avec la
méthode de Runge-Kutta. Dans les deux cas, le nombre de pas est le
méme :N = 119. Avec la méthode d’Euler Richardson, l'astre fait un
tour en 4,768 ans alors qu'avec Runge-Kutta il ne met que 4,218 ans.

Comparaison pour un pas initial h =0, 04 = 15 jours

20 4 Runge-Kutta 4
15 - = Euler-Richardson

104
05 4
0.0 4

¥ (u.a)

-1.0

_]_5 4

-5 -4 -3 -2 -1 1] 1
x (u.a)

Théoriquement, on prévoit une trajectoire elliptique de grand-axe
2a = 5,675 et de période T, = 4,779 an. Malgré le faible nombre
de points, la méthode d'Euler-Richardson donne un résultat tout a
fait acceptable (0,2% d’erreur sur la période). Les points sont d'autant
plus denses que l'astre est prés du périhélie car l'attraction et donc
'accélération, est grande. En revanche, la méthode de Runge-Kutta
est décevante (11% d’erreur sur la période). Le pas étant trop grand
prés du périhélie, la trajectoire est instable et l'astre a tendance a
«spiraler» en convergeant sur le Soleil pour quitter le systéme so-
laire au bout d'un certain temps.

4.3 Conclusion

En conclusion, le calcul numérique est un outil intéressant a condi-
tion d'avoir un regard critique sur le probléme et les résultats. Bien
que les méthodes classiques soient trés utilisés, il faut savoir qu'il
existe de nombreuses méthodes numériques plus ou moins sophis-
tiquées, les plus précises étant les méthodes a pas adaptatifs comme
la méthode que 'on vient de présenter.
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FIG. 41 : Trajectoire d'un astre au-
tour du Soleil obtenue numérique-
ment pour une durée T = 4,968 ans.
Conditions initiales : (0) = 0,5 ua,
y(0) =0, ¥(0) = 12 ua/an et £(0) = 0.
Nombre de points N = 119.
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RESOUDRE L'EQUATION DE
LAPLACE

Ce cours aborde une méthode numérique simple a mettre en ceuvre
pour résoudre 'équation de Laplace : la méthode de relaxation.
Version en ligne

https://femto-physique.fr/analyse-numerique/
methode-de-relaxation.php
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CHAMP?

En physique, il arrive souvent que l'on veuille représenter la distri-
bution d'un champ vectoriel; le champ d'écoulement en dynamique
des fluides ou le champ magnétique créé par un circuit électrique en
sont des exemples. La ligne de champ est un concept intéressant a ce
titre. Ce tutoriel explique comment tracer numériquement ces lignes
de champs connaissant 'expression du champ en chaque point de
'espace.

Version en ligne
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tracer-ligne-de-champ.php
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INTEGRALES ELLIPTIQUES
COMPLETES

Version en ligne

https://femto-physique.fr/analyse-numerique/
integrales-elliptiques.php

8.1 Introduction

Les intégrales elliptiques complétes de premiére et seconde espéce
sont respectivement définies par

/2 d(p /2 5
K(k):/ —— et E(k):/ V1—Kk2sin" pdp
0 y/1—k2sin" ¢ 0

avec k € [0;1].

Elles ont été étudiées par Adrien-Marie Legendre en 1792 et inter-
viennent dans de nombreux problémes de physique comme l'étude
du pendule simple, le champ magnétique créé par une spire, la mu-
tuelle inductance entre deux spires, la perturbation des planétes,
etc[1-4]. Ces intégrales ne s'expriment pas en termes de fonctions
simples. Bien s{r on peut utiliser une méthode numeérique de cal-
cul d'intégrale pour en donner une valeur approchée, mais la conver-
gence n'est pas aussi rapide que celle de la méthode que l'on propose
ici. En effet, ces deux intégrales sont étroitement liées a la moyenne
arithmético-géomeétrique' ce qui permet en quelques lignes de code
et quelques itérations de calculer K (k) et E(k) avec une grande pré-
cision.

8.2 Moyenne arithmético-géomeétrique

Considérons les suites réelles (a,,) et (b,,) définies par les relations

{ a, = % (anfl + bnfl) { Gy = a >0
avec
bn == \/ anilbnil bo == b < a

Ces suites, comme on le constate dans la TAB. 8.1, convergent trés vite?

vers une limite commune M, , dite moyenne arithmetico-géometrique.

Moyenne
Itération  Arithmétique (a,,)  Géométrique (b,,) |a, — b,|
n=0 1 0,5 0,5
n= 0,75 0,707106781.. ~4.1072
n=2 0,72855339.. 0,72823766.. ~3.1074
n=3 0,728395524.. 0,728395507.. ~ 21078

81 Introduction . ... ... 35
82AGM . .. ... ... ... 35
8.3 Intégrales elliptiques et
AGM . .. ... L. 36
Intégrale de 1™®espece . . 36
Intégrale de 2°espéce .. 37
8.4 Méthode numeérique . . . 38

[1]: ROUSSEL (2016), Période du pendule
simple

[2] : RoussEL (2016), Champ magné-
tique créé par une spire

[3]: RoussEL (2022), Calculateur d’auto-
inductance

[4] : Lo et al. (2013), «Advance of per-
ihelion»

1. arithmetic-geometric mean en an-
glais, souvent noté AGM.

2: On peut montrer que

1
Apt1 — b’n+l < g(an - bn)2
d’ou une convergence quadratique.
TaB. 81 Termes de la suite
arithmético-géometrique pour
a=1etb=0,5
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3: On peut vérifier que la relation est
bijective.

8.3 Intégrales elliptiques et AGM

Intégrale de premiére espéce

Considérons l'intégrale suivante :

I(a,b) = /Oﬂ/2 \/ dy

a2cos? o +b2sin’ o

Cette intégrale présente la propriété remarquable d'étre invariante
par la transformation a - (a + b)/2 et b = ab.

Démonstration

Commencons par effectuer le changement de variable t = btan¢. On a

1
dt = b(1 +tan’® ) dp = b——1/1 + tan® ¢ d
(1+ ¢) de e pde
\/a2C052<p+625ir12g0:COS(p\/aQ—i-thangtp

Ainsi, I(a,b) s'écrit également

et

Ia b)7/°° cospdt 7/“ de
’ b VBt Ecoseva +8  Jy  \f(a+ 2)(62 + t2)
b

Montrons maintenant que I(a,b) = I(%:%,V/ab). Pour cela effectuons un
nouveau changement de variable® u = 1(¢ — 42). Multiplions a gauche et
a droite par ¢ puis différentions :

Lo @b _

sE— G =ut - tdt=tdu+udt soit du:(l—%)dt

Par ailleurs, le dénominateur de l'intégrande s'écrit

2ph2
V(a2 +2)(b2 +12) = /12(a2 /12 + 1) (b2 + 12) = t\/a2 +b% +12 + atQ

Elevons au carré la relation de changement de variable : £ + “3—52 =4u? +
2ab; puis réinjectons dans l'expression précédente :

2p2
t\/a2+b2+t2+at—2:t (a+b)? + 4u?

Donc, aprés changement de variable, I(a,b) devient

1 [ du
I(a,b) = =
2/ (t—u)yfu? + (2522

Pour terminer, puisque t vérifie 'équation du second degré

t?—2ut—ab=0 — t—u=4+Vu2+ab

Finalement, on obtient

2

1 [~ du o du
I(a,b) = = =
7 (w2 + (52)?) (u? + ab) [ @+ (22)2) (@ + ab)



8.3 Intégrales elliptiques et AGM

Par conséquent, si l'on appelle (a,,) et (b,) les termes de la suite
arithmético-géométrique générés par les termes initiaux a et b, l'in-
tégrale I(a,b) vérifie la propriété suivante

I(a,b) = I(ay,by) = oo = I(ay,b,) = . = I(M, M, )
cette derniére intégrale se calculant sans difficulté :

71’/2 d
%) ™
I(a,b) = I(M, ,, M, ;) = =
N N 0 Ma,b 2Ma,b

Il nous reste plus qu'a relier l'intégrale elliptique de premiére espéce
a I(a,b). Il est facile de vérifier que

K(k)=I(1,V1—k2) car cos2p+ (1—k?)sinp=1—k2sin’¢

Retenons le résultat suivant

Relation entre K (k) et AGM

™

Kk)=— (81)
2M1,\/1—k2
ol M, ;= estla limite de a suite arithmético-géometrique avec
a=1letb=v1—k2
Intégrale de seconde espéce
En plus de I(a,b), considérons deux nouvelles intégrales :
cos? pdyp

3 3
J(a,b) :/ \/a2 cos2 ¢ + b2 Sianodcp et L(a,b) :/
0 0 \/

a? cos? ¢ + b2sin’

A l'aide des deux changements de variable[5] rencontrés gRnsAdrrseat (1996), Lalgorithme de
tion précédente, on peut montrer la propriété suivante : Gauss-Salamin

Cn2 = a’n2 - bn2
9 o 0
cy®L(b,a) = SI(a,b) avec g _ Z gn-lg 2 (8.2)
n=0

ou a,, et b, sont les termes de la suite arithmético-géométrique ini-
tiee par a et b. Explicitons le premier terme ¢y2L(b, a) :

/2
c? =a?>—-1v et L(b,a)z/ \/
0 b2

Le changement de variable ¢ = 7 — ¢ transforme L(b,a) comme
suit:

cos? p dyp

.2
cos? ¢ +a?sin” ¢

b= [ e
0 \/a2c052¢+b25in2¢

37
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de sorte que ¢y2L(b, a) vaut

5 2cin? 4 32cin? 3 2
COZL(b,a):/ a*sin“ ¢ —b*sin” ¢ d¢:/ a*dg
0 \/a2c052¢+b2sin2¢ 0 \/a2c052¢+b25in2¢

—/2 \/a2 cos2 ¢ + b2 sin” ¢ dp = a®I(a,b) — J(a,b)
0

En reprenant la relation (8.2), on aboutit a

| J(a,b) = (a* — 5)I(a,b) | (83)

[l suffit maintenant de choisir a = 1 et b = V1 — k2 pour obtenir
la relation entre les intégrales elliptiques complétes de premiére et
seconde espéce :

Relation entre E(k) et la suite AGM

E(k) = (1— S)K(k) = % (8.4)
1 VI—k2

o0
avec § = 2"l 2ete,2=a,2—b,”

n
n=0

8.4 Méthode numérique

Comme on l'a vu, les suites (a,,) et (b,) convergent vers la moyenne
M, , a une vitesse prodigieuse. Quant a la suite (c,?), elle converge

a

vers 0 tout aussi rapidement (cf. TAB. 8.2).

TAB. 8.2 : Premiers termes des suites

(a,), (b,) et (c,2) poura=1eth= Moyenne

0,5 [tération  Arithmétique (a,,) Géométrique (b,) |a,, — b,] cy? on—le 2
n=0 1 0,5 0,5 0,75 0.375
n=1 0,75 0,707106781.. ~4.1072 ~4.1002 ~6.1072
n=2 0,72855339.. 0,72823766.. ~3.107% ~510* ~9.107*
n=3 0,728395524.. 0,728395507.. ~210% ~210°8 ~ 1077

On peut donc obtenir la moyenne M, ;, et S avec une grande précision
grace a quelques itérations de la suite arithmético-géométrique.

Voici un premier algorithme qui calcule K (k) avec un certain seuil de
precision, noté ¢ :



Algorithme pour calculer K (k, €)

ca+1
c b V1I—k?
- e« |a—b

- Tant que (e > ¢,) faire :

oc< (a+b)/2
o b+ +Vaxb
o atc

o e+ |a—1b|

- Retourner 7/(2a)

Pour le calcul de E(k), on doit, au fur et a mesure des itérations,
calculer S. C'est sur cette somme qu'un critére de précision sera ap-
pliqué. D’autre part, si k = 1, il n'est pas nécessaire d'utiliser la suite
arithmético-géométrique car l'on connait la valeur théorique®*

Algorithme pour calculer E(k, ¢,)

ca<+1
“ b V1I-—k?
< e k2
cSc/2
ce« S
- Si (k=1): Retourner 1
- Sinon :
on=1
o Tant que (e > ¢,) faire :
A+ (a+b)/2
. B+ +Vaxb
e+ A2 —B?
.a<+— A
.b+ B
e+ 2 1c
.S=S5+e
.n=n+1

o Retourner (1 —.5) x 7/(2a)
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4: Contrairementa K (k), E(k) est dé-
fini pour k& = 1. En effet, E(1) =

foﬂ/z cospdp =1.
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